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CRECIMIENTO ECONOMICO: ENFOQUES Y MODELOS
CAPITULO 2-CRECIMIENTO ECONOMICO Y EMPLEQ:
KEYNESIANOS Y NEOCLASICOS

Félix Jiménez

Resumen

En este capitulo se presentan los modelos keynesianos y neoclésicos que dieron inicio ala
teoria del crecimiento econdmico. La preocupacion central de estos modelos es la
posibilidad del crecimiento estable con pleno empleo. Primero, se presentan los modelos
gue asumen una propension a ahorrar exégena: los modelos keynesianos de Harrod y
Domar y los modelos neoclasicos de Solow y Uzawa. Luego, se presentan modelos de
crecimiento que asumen una tasa de ahorro resultado de las decisiones intertemporales de
consumo de los agentes: e modelo de Ramsey, Cass y Koopmans y € modelo de
Generaciones de Diamond. El resultado para los keynesianos es la imposibilidad del
crecimiento con pleno empleo, mientras que los neoclasicos concluyen que es posible €
crecimiento estable con pleno empleo, pero se requiere de una tasa de progreso técnico

exogeno.

Abstract

This chapter contains the keynesian and neoclassic models by which it was initiated the
theory of economic growth. The main concern in these models is the possibility of growth
with stability and full employment. First, we present models with an exogenous propensity
to save: the Keynesian models of Harrod and Domar and the neoclassic models of Solow
and Uzawa. Then we present models with an endogenous savings rate, as a result of the
intertempora consumption decisions of agents. Ramsey, Cass and Koopmans model and
the Diamond's overlapping generations model. The result for the Keynesians is the
impossibility of growth with stability and full employment, while the neoclassics conclude

that growth with full employment is possible, but an exogenous rate of progressis required.
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Presentacion

Este es un texto de enfoques y model os tedricos de crecimiento econdmico. A diferenciade
otros textos universitarios que circulan en e medio académico, este aborda no solo las
teorias del crecimiento de largo plazo de las economias de mercado que hacen énfasis en
los factores de oferta, sino también los enfoques que, desde la vertiente keynesiana, le
otorgan importancia decisiva a los factores de demanda. En todos los casos |os modelos se
presentan con sus respectivos desarrollos matematicos para facilitarle a lector la
comprension tedricay técnicade los mismos.

El texto contiene siete capitulos. El primer capitulo es introductorio. Aparte de discutir el
objetivo de la teoria del crecimiento y proporcionar conceptos basicos y herramientas
mateméticas, incluye una breve historia del desarrollo de las teoriasy |os hechos estilizados
del comportamiento de largo plazo de las economias. El capitulo dos contiene las teorias
keynesianas y neoclésicas del crecimiento y de su relacion con e empleo. Solo los
neoclasicos postulan € crecimiento con pleno empleo. Estdn los modelos con ahorro
ex6geno keynesianos (Harrod y Domar) y neoclésicos (Solow-Swan y Uzawa), como los
modelos neoclasicos con optimizacion del consumo (Ramsey-Cass-Koopmans y € de
Generaciones Superpuestas). En d tercer capitulo se presenta la controversia sobre la teoria
dd capita y lateoria del crecimiento. El capitulo cuatro esta dedicado a Crecimiento y su
relacion con la Distribucion del Ingreso. Aqui se revisan bésicamente model os keynesianos
gue hacen depender latasa de ahorro de la distribucion del ingreso, con lo cua se introduce
la posibilidad del crecimiento con pleno empleo.

El capitulo cinco trata de lateoria del crecimiento enddégeno. Los modelos neoclasicos para
explicar €l crecimiento del producto per capita habian introducido exdgenamente el cambio
técnico. La nueva teoria del crecimiento surge como critica a esta explicacion y a
endogenizar e cambio técnico abandonan la funcion de produccion neoclasica y los
rendimientos marginales decrecientes del capital. Se revisan las teorias de crecimiento
enddgeno de primera generacion y de segunda generacion. Los primeros parten de una
funcién de produccién neoclasica con cambio técnico ala Harrod (aumentador de trabajo) e
introducen una funcion de cambio técnico que la transforma en una funcién de produccién
similar a la del modelo de keynesiano de Harrod o a otra que exhibe rendimientos
crecientes. En los model os de segunda generacién se encuentran |os model os seudo Harrod-
Domar (que eiminan de la funcion de produccién los factores no producidos para evitar
cualquier fuente de rendimientos decrecientes del factor producido) y modelos neo-
ex6genos (que tratan de integrar la ecuacion de cambio técnico de Solow con una relacién
entre la tasa de cambio de la productividad del trabgjo y las elecciones de la sociedad entre
consumo presente y futuro. Consistente con la idea de que la frugalidad es la causante del
crecimiento econdmico, la teoria neoclasica del crecimiento enddgeno trata de asociar la
tasa de crecimiento con las decisiones de ahorro de la comunidad. En los modelos neo-
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ex6genos esta asociacion se da a través de la influencia de la tasa de ahorro sobre € ritmo
del cambio técnico, atravésdelal y D, laeducacion, etc.

En € capitulo seis se presentan varios modelos de crecimiento dirigidos por factores de
demanda. Se desarrollan e modelo de crecimiento limitado por la balanza de pagos, otro
donde la inversion es la principa determinante del crecimiento, un modelo que captura la
persistencia de shocks de demanda en € largo plazo y otros modelos de crecimiento dirigidos
por los saariosy los beneficios. Finamente, €l capitul o siete es una miscel anea de temas pero
todos relacionados con la politica econémicay € desarrollo. Luego de discutir qué espacios
para la intervencion del Estado dejan los distintos enfoques del crecimiento, se presenta la
experiencia de algunos paises explicitando la estrategia de desarrollo que adoptaron.
También se analizalaimportancia de las instituciones y de la democracia, asi como e papel
del comercio, los mercados financieros, etc. Para el crecimiento y € desarrollo. El capitulo
termina con € andlisis de la relacion entre e crecimiento, la pobreza, la desigualdad y el
empleo.

El contenido de este texto se basa en mis notas de clases para € curso de Teoria del
Crecimiento que dicté en los tres ultimos afos. La version que esta en sus manos ha sido
posible con |a excelente asistencia de Rosmary Lozano, una de mis mejores exalumnos de
los cursos de Teoria del Crecimiento y Macroeconomia. Ella me ha asistido tanto en la
tarea de poner en la computadora mis notas de clases, como también en la solucién
matematica de los modelos, la revision de la bibliografia y en e mismo proceso de
redaccion de este libro. A ella mi gratitud especial. Como ya lo dije en otra oportunidad,
hacer un libro de texto Util paralaformacion integral del profesional economistay distinto,
por la diversidad de enfoques que incorpora, de los que ya circulan en el mercado, no es
tarea facil por e limitado tiempo y las condiciones de trabagjo en nuestra universidad. Se
nos concedidé solo un afio sabético para escribir dos libros, pero afortunadamente la
Direccion de Gestion de la Investigacion de la Universidad nos ayud6 remunerando a
nuestros asi stentes.

Debo reconocer y agradecer infinitamente ala Direccion de Gestion de la Investigacion. En
especial mis gracias a Carlos Chavez, funcionario de esta Direccidn, quien siempre supo
encontrar soluciones a los problemas administrativos generados por nuestro proyecto y
nunca dudd en apoyar nuestra demanda de ayuda con un pago relativamente importante
para nuestros asistentes.

FELIX JMENEZ
Profesor Principa del Departamento de Economiade la
Pontificia Universidad Catélicadd Pert

Fundo Pando, agosto 2010
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Capitulo 2

CRECIMIENTO ECONOMICO Y EMPLEO:
KEYNESIANOS Y NEOCLASICOS

1.MODELOS CON AHORRO EXOGENO

2. MODELOS NEOCLASICOS CON OPTIMIZACION DEL CONSUMO
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CAPITULO 2
CRECIMIENTO ECONOMICO Y EMPLEO:
KEYNESIANOS Y NEOCLASICOS

En genera los modelos de crecimiento parten del supuesto de que tanto en el corto plazo
como en € largo plazo, debe mantenerse la igualdad Ahorro (S) Inversion (1). Es decir,
en términos estaticos y dinamicos, en su senda de crecimiento, las economias deben
cumplir con la siguiente condicion de equilibrio:

S=1

Donde € ahorro depende del producto y de la propension margina a ahorrar s, donde
0< s <1. Esdecir, laeconomiaahorra unaproporcion s de su ingreso:

S=sY
Asimismo, lalnversion Bruta (1 ) se define como lainversion necesaria paraincrementar el
stock de capital (K ) y reponer la depreciacion del mismo (8K ). Por su parte, la Inversion
Neta es igua a incremento en el stock de capital, € cual, en tiempo continuo, se expresa
como dK . En otras palabras, la Inversién Neta equivaente a la Inversion Bruta menos la
depreciacion del capital:
| =dK + K Inversion Bruta

dK =1 =K Inversion Neta

Reemplazando |a condicion de equilibrio Ahorro-Inversion en la ecuacion de la inversion
neta, se obtiene:

dK =sY — oK
Dividiendo entre K :

d_K: Si_é‘

K K

Si definimos larelacion capital producto como:

Entonces, lavariacion del stock de capital puede ser expresada de |a siguiente forma:
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dK s
1) —=2-6
(1) K "y

Es decir, |a tasa de crecimiento del capital dependera de la propension marginal a ahorrar
(s), delarelacién capital/producto (v) y delatasade depreciacion (o), si lahubiera. Para
gue haya crecimiento debe cumplirse que la ecuacion (1) sea mayor que cero, es decir:

d—K>O - i>5
K \Y;

La tasa de crecimiento del ratio capital/trabajo, o capital per capita, es igual alatasa de
crecimiento del capital menos latasa alaque crece lafuerzalabora (L ):

dKk dL (s
@ ?‘T:(;“ﬂ‘”

Donde n es latasa de crecimiento de la poblacién, igual a la fuerza laboral. Del mismo
modo, para que haya crecimiento en € ratio capital — trabajo (K /L), la ecuacién (2) debe
tener signo positivo, lo cua implica que:

d—K—d—|‘>0 — E—5>n
K L v

Generalmente, 6 y n son variables determinadas de manera exdgena. Por otra parte, de
acuerdo con € comportamiento de los parametros v y s, los modelos de crecimiento
economico pueden clasificarse en ciertos tipos:

e En cuanto a la propension marginal a ahorrar (s), algunos modelos consideran la
tasa de ahorro como un parametro determinado exégenamente al modelo, mientras
que otros incluyen las decisiones de los consumidores para determinar la tasa de
ahorro de la economia de manera endégena. Dentro de los model os que consideran
la propension a ahorrar exodgena se encuentran |os model os keynesianos de Harrod y
Domar y los modelos neoclésicos de Solow y de Uzawa. En € grupo de modelos
con optimizacion del consumo tenemos |os model os neoclasicos de Ramsey, Cass 'y
Koopmans y e modelo de Generaciones de Diamond. Hay también modelos
keynesianos, como los de Kaldor y Pasinetti, que hacen depender la propension a
ahorrar de los cambios en la distribucién del ingreso.

e Acerca de la relacion capital producto (v), los modelos pueden mantener dicha
relacion constante, o permitir que ésta varie hasta que la economia llegue a su
estado estacionario. Un gemplo del primer tipo son los modelos keynesianos de
Harrod y Domar, los cuales utilizan unafuncién de produccion de coeficientes fijos.
Los modelos de crecimiento enddgeno, como € modelo de Rebelo, también forman
parte de este grupo. Estos modelos presentan una funcién de tecnologia AK con
coeficientes constantes. Por otro lado, los model os neoclésicos, como e de Solow,

6
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dgjan que la relacion capital producto sea variable, al permitir la sustitucion de
factores productivos hastallegar al estado estacionario.

Cuadro 2.1

Clasificacion de los modelos de crecimiento

Tasa de Ahorro Exdégena

Tasa de Ahorro
Endégena

Relacion Capital
Producto Constante

Harrod y Domar
Rebelo (Modelo AK)

Kaldor y Pasinetti

Relacion Capital
Producto Variable

Solow Swan
Uzawa (Dos Sectores)

Ramsey, Cass y
Koopmans
Diamond

El Cuadro 2.1 muestra la clasificacion de los modelos de acuerdo con |as caracteristicas de
los pardmetros. En este capitulo veremos en primer lugar, modelos con ahorro exdgeno.
Primero estudiaremos los modelos keynesianos de Harrod y Domar y luego los modelos
neoclasicos de Solow y Uzawa (dos sectores). Finamente veremos los modelos con
optimizacion de consumo. Los modelos de Kaldor y Pasinetti seran tratados en el cuarto
capitulo, y los model os de crecimiento endogeno en el Capitulo 5.

MODELOS CON TASA DE AHORRO EXOGENO

En esta seccion se presentan los modelos que toman la tasa de ahorro, conocida también
como la propension a ahorrar, como un parametro determinado de manera exdgena a
modelo. Dentro de estos model os se encuentran los model os keynesianos de R. Harrod y E.
Domar y los modelos neoclasicos de Solow y Uzawa (modelo de dos sectores). Cabe
resaltar que la principal diferencia metodolégica entre los modelos neoclasicos y
keynesianos radica en la funcion de produccion utilizada. De este modo, mientras los
keynesianos utilizan una funcion de coeficientes fijos, 10s neoclésicos utilizan una funcién
de produccion con sustitucion de factores y rendimientos marginales decrecientes. Esta
diferencia en la funcion de produccién se traduce en un ratio capital producto, v, constante
en el caso de los modelos keynesianos, a diferencia de los neoclasicos que permiten que €
ratio capital producto varie en el trnsito hacia €l estado estacionario.

Asimismo, los resultados a los que llega cada teoria son distintos. Por un lado, tanto la
teoria keynesiana como la neoclasica coinciden en sefidlar que la acumulacion del capital, y
por tanto e proceso de crecimiento de la economia, esta regulada por la rentabilidad. Sin
embargo, los keynesianos sefidan que e proceso de acumulacion y crecimiento dirigido
por la rentabilidad lleva a la economia a una situacion de inestabilidad debido a las
persistentes diferencias entre la utilizacion de la capacidad efectiva y la utilizacion de la
capacidad deseada por los inversionistas. Es decir, la inconsistencia entre las expectativas
de los inversionistas y e crecimiento efectivo genera situaciones de crecimiento con

7



Félix Jiménez/ Crecimiento Econémico: Enfoques y Modelos

desempleo permanente o inflacion prolongada. Por su parte, 10s neoclésicos sefialan que no
existe tal inestabilidad, pues e proceso de acumulacién solo es sostenible s las
expectativas de inversion son correctas en € largo plazo (Shaikh, 2007:1). Los neoclasicos
critican e supuesto de coeficientes fijos y aseguran que s se degja que € ratio capita
producto varie, entonces puede garantizarse el crecimiento con pleno empleo.

Modelos de crecimiento keynesianos: Harrod y Domar

El modelo de R. Harrod, publicado en su trabajo An essay in dinamic theory de 1939, es
una extension del andlisis del equilibrio estatico de la Teoria general de Keynes. De
acuerdo con este modelo, la condicién para € equilibrio estético es que los planes de
inversion deben ser iguales a los planes de ahorro. De este modo, € modelo introduce una
funcidn de inversiéon que depende de las expectativas de los capitalistas respecto a uso de
la capacidad productiva o a nivel de utilizacién de esta capacidad. En este sentido la
relacion capital producto o producto capital esta dada por las expectativas de los
capitalistas.

La pregunta que se plantea Harrod es cua debe ser la tasa de crecimiento del producto para
gue la condicién de equilibrio establecida por la igualdad ahorro inversion se cumpla a
través del tiempo en una economia en crecimiento.

Harrod introduce tres conceptos distintos de tasas de crecimiento:

e Tasade crecimiento observada o efectiva(g)
e Tasade crecimiento garantizada(g,,)
e Tasade crecimiento natural (g, )

La primera no asegura un equilibrio con un nivel de inversion suficiente para iguaar e
ahorro planeado. Por otro lado, |a tasa garantizada es |a tasa de crecimiento requerida para
que se igualen los planes de inversion con los planes de ahorro, de modo que la economia
permanezca en una senda de crecimiento en la cual se cumplen las expectativas de los
inversionistas. De esta forma, si |a economia crece a la tasa garantizada se mantendria €
pleno empleo del capital. Sin embargo, esta tasa no asegura la plena utilizacion del trabajo,
gue depende de la tasa de crecimiento natural, la misma que esigual ala suma de las tasas
de crecimiento de lafuerza de trabgjo y crecimiento de la productividad.

El propdsito del modelo de Harrod es revelar las condiciones necesarias para € equilibrio
entre e ahorro agregado y la inversion agregada en una economia en crecimiento,
considerando a la inversion en su doble papd: como determinante de la utilizacién
corriente de la capacidad productiva y como factor que crea capacidad de produccion. La
hipétesis fundamental detras del modelo sostiene que los capitalistas tienen un stock de
capital deseado en relacion ala demanda de sus mercancias, o en otras palabras, tienen una
tasa deseada de utilizacién de su stock de capital. Si su stock es sobre utilizado, los
inversionistas desearan invertir mas, buscando lograr € nivel deseado del stock de capital;
pero s es subutilizado disminuirdn sus inversiones. Por lo tanto, cuando hay plena

8
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utilizacion del capital, no hay sobreproduccion ni subproduccion, por ende los productores
desean hacer inversiones en €l futuro ala mismatasa que en €l pasado.

El Modelo de Harrod
Se asume una funcién de produccion de coeficientes fijos de laforma:

®y=-*
\'

Lainversadd parametro v representa unarelacion producto-capital constante. Ademas, se
define e coeficiente capital producto deseado por los inversionistas (es decir, aquel que
concuerda con sus expectativas) como:

K
@v-y)

En una version en tiempo continuo del modelo, la variacion del producto y del capital se
expresa respectivamente como dY y dK . En lafuncion de produccion de coeficientes fijos
Y =min[(K/v),(L/u)], s K o L son superiores a los necesarios para producir Y , €

exceso en cada caso permanecerd ocioso. Del mismo modo, dado que € coeficiente capital -
producto deseado es constante, tenemos.

dK
@ =1

Definimos ademés la funcién de inversion, ahorro y la condicion de equilibrio:
(4) 1 =dK +K Funcion de Inversion Bruta
Notese que la ecuacion (4) también puede expresarse como:

(5) 1 =v,dY +K

Pues,
(6) dK =v,dY
(7) S=sY Funcién Ahorro

Donde ¢ eslatasaalaque se depreciael capital y s eslapropension marginal a ahorrar.
8 I1=S Condicién de equilibrio

Reemplazando en la condicion de equilibrio se obtiene que:
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sY =v,dY + K

S_vddY + oK
Y

s=vddY—Y+5vd

Por |o tanto, la tasa garantizada de crecimiento ser&

aq, = av _3 o Tasa Garantizada de Crecimiento

Y v,

Esta es la ecuacion fundamental del modelo. La tasa garantizada de crecimiento es la que
mantiene € pleno empleo del capital (no hay sobreproduccion ni sub-produccion). La tasa
de crecimiento garantizada o deseada indica que, en € estado estacionario (steady state en
inglés), Y y K deben crecer alamismatasa. El equilibrio macroecondmico implica que la
tasa de crecimiento efectiva del producto(g) seaigual alatasa de crecimiento deseada del

producto(g,,) .

Asimismo, para determinar la tasa de crecimiento efectiva(g), definimos e coeficiente
técnico determinado por las caracteristicas de lafuncion de produccion:

(10) v= 5 Coeficiente Capital-Producto efectivo

En consecuencia, |atasa efectiva de crecimiento sera:

11) g-= (:(—Y _3_ Tasa de Crecimiento Efectiva
v

Esta ecuacion expresa la igualdad ex-post entre el ahorro y la inversion en las cuentas
nacionales. En otras palabras, sefiala que la tasa de crecimiento de un pais es por definicion
igual a su ratio de ahorro dividido por € ratio de nueva inversion (incluyendo la inversiéon
en inventarios) descontando |a depreciacion del capital.

Asimismo, latasa natural de crecimiento es definida por:

(12) g,=n+p

10
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Donde n eslatasade crecimiento de lafuerza de trabajo y p eslatasa de crecimiento de la
productividad del trabajo, determinada por € progreso técnico. Esta es |la méxima tasa de
crecimiento alcanzable o la tasa de crecimiento que Harrod denominaba sociamente
optima.

RELACION ENTRE LA TASA DE CRECIMIENTO NATURAL Y GARANTIZADA EN PAISES
DESARROLLADOSY PAISES SUBDESARROLLADOS

En los paises desarrollados, la tasa garantizada es mayor que la tasa natural, debido a las
bajas tasas de natalidad en dichos paises. Esto implica que no hay inversiéon suficiente para
igualar los planes de ahorro. Esta situacion puede desencadenar un estancamiento en la
economia. A pesar de que Keynes no utilizara los términos “tasa natural y tasa garantizada”
identifico este desequilibrio en 1937, antes de que se publicara el trabajo de Harrod
(Thirlwall 2007:2-3).

En los paises subdesarrollados la tasa natural es mayor que la tasa garantizada. Es decir, la
tasa de ahorro es baja y la relacion capital producto es alta, lo cual implica que la
productividad del capital es muy baja. En otras palabras, una relacion capital producto
elevada refleja una baja productividad de la inversion. De este modo, en las economias en
desarrollo, el desbalance entre el crecimiento de la fuerza laboral y la tasa de acumulacion
del capital es una de las principales causas del desempleo estructural, en términos
keynesianos (Thirlwall 2007:2-3).

Paises Desarrollados Paises Subdesarrollados

9w > 9y 9 > Ju

La tasa de crecimiento natural puede entenderse también como la tasa de crecimiento de la
fuerza de trabgjo en unidades de eficiencia. Tiene dos componentes, € crecimiento de la
fuerza de trabgjo (n) y e crecimiento de la productividad del trabajo (). La suma de

estas dos, nos da |a tasa de crecimiento natura (g, ):

= +

=n+
EL L »

(13) d(EL) d(L) d(E)
E

Si todo € trabajo fuera empleado, |a tasa de crecimiento observada (g ) seriaigua alatasa

de crecimiento natural (g,). S la primera fuera menor, aumentaria el desempleo

estructural. La tasa de crecimiento natural es exdgena a modelo. Esta tasa es una
restriccion al equilibrio: la tasa efectiva de crecimiento no puede ser superior a la tasa de
crecimiento natural, debido al caracter fijo del coeficiente de utilizacién de la mano de obra
(principio de complementariedad de |os factores de produccion).

Laedad deoro

Harrod describe el Golden Age como la situacion de crecimiento equilibrado con pleno
empleo de ambos factores. capita y trabgo. En estas circunstancias, las tasas de

11
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crecimiento efectiva (g ), garantizada (g,,) y natural (g,) coinciden, al igua que las
relaciones capital producto, efectiva (v) y deseada (v, ).
g = gw = gn y V= Vd

Cuando esta tasa de crecimiento efectiva y la tasa garantizada son iguales, es decir, hay
equilibrio macroeconomico, la propension a ahorrar esigual a

(14) s=gv=g,y,

Definimos ademés la Demanda Agregada y la Oferta Agregada de la economia. Partiendo
de la contabilidad del producto por el método del gasto, en una economia cerrada y sin
gobierno tenemos que € producto esigual alasumadel Consumoy laInversion:

(15) Y =C+I

Ademas, € consumo es igual a un porcentgje del producto, donde c, es la propension
marginal a consumir:

Y=c)Y+l

Por |o tanto, tenemos la demanda agregada en funcién del multiplicador keynesiano y de la
Inversion.

1

Y, = |
(1-c,)

Debido a que € porcentaje del ingreso que no es consumido se destina a ahorro, es decir,
1-c, =s, tenemos la expresion de la demanda agregada en la ecuacion (17).

(16) Y, =1
S

Asimismo, incorporando la relacion capital producto deseada por los inversionistas en la
funcién de produccién se obtiene la Oferta Agregada:

17) Y. =LK

S
Vd

Si la capacidad de produccién que los empresarios han construido con sus inversiones se

utiliza a la tasa que ellos desean, entonces la Demanda Agregada es igual a la Oferta
Agregaday la economia crece a su tasa garantizada.

12
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DA=OA y g=g,
g -K

dk s
199 —=—-§
(19) "

Vy
El modelo de Domar

El economista norteamericano Evsey Domar publica en 1946 su obra Capital expansion
rate of growth and employment. En €la, arribé a la conclusion fundamental de Harrod
trabgjando independientemente de é. Domar sefiala explicitamente que la inversion
aumenta tanto la demanda a través del multiplicador keynesiano, como la oferta a expandir
capacidad. Se planted responder a la pregunta: ¢Cudl es la tasa de crecimiento de la
inversion que garantiza que lademanda se iguale ala oferta?

dy, = a Incremento de la demanda
S

dyY. = lw Incremento de la oferta

Donde @ eslaproductividad del capital: (dY/I) = (Y/K)

En equilibrio tenemos que:  dY, =dY, — a_ Foy
S

Esta condicion de equilibrio se obtiene de la explicita consideracion del doble papel de la
inversion: como factor de creacion de demanday como factor de creacion de capacidad.

Dado € equilibrio ahorro inversion, la inversion debe crecer a una tasa igual a producto
s@ . Como esto ocurre con pleno empleo del capital, entonces @ =1/v, . Por lo tanto, €l
resultado de Harrod y Domar para el crecimiento con equilibrio es e mismo. La edad de

oro de pleno empleo del capital y del trabgo implica la igualdad de las tres tasas de
crecimiento: natural, observaday garantizada.

Si se diera el caso de que las tasas de crecimiento observada y garantizada fueran iguales,
asegurando la plena utilizacién de capital, esto no garantiza la plena utilizacion del trabajo,
pues esta depende de la tasa de crecimiento natural, la cual es exdgena a modelo. De este
modo, S se empleatodo el trabajo, la tasa de crecimiento observada(g) se aproximariaala
tasa de crecimiento natural. Si latasa de crecimiento observada se situara por debgjo de la
natural (g, ) , €l desempleo estructural aumentaria.

13
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Inestabilidad en los modelos de Harrod y Domar

Hemos definido € Golden Age como €l estado en € que se igualan las tasas de crecimiento
natural, garantizaday efectiva

9=09, =0,

S 5= _s=n+p
v v,

Sin embargo, alcanzar la “edad de oro” es dificil debido a que es atamente improbable
lograr que coincidan las decisiones de ahorro de los individuos con las decisiones de
inversion de los empresarios. Por un lado, |a propensién margina a ahorrar, s, depende de
las preferencias y comportamiento de las familias. Esta tasa es asumida como exdgena
puesto que no se modelan estas decisiones. Asimismo, la tasa de crecimiento de la
poblacion, n, es exdgena a modelo y esta determinada por la dindmica demogréfica. Por
otro lado, larelacion capital producto,v, depende del nivel tecnologico asimilado por la
economia y es constante. Finalmente, la relacion capital producto deseada, v, , depende de
las expectativas de los capitalistas. Por todo esto, no existe ninglin mecanismo que asegure
laigualdad entre las tres tasas.

Hay, por lo tanto, dos problemas:

1. La improbabilidad de que la economia crezca a su tasa garantizada y con pleno
empleo. Hay desempleo involuntario en un contexto de crecimiento econémico.

2. La inestabilidad de la economia capitalista. No existe en ella convergencia a
equilibrio.

Por g emplo, si latasa de crecimiento observada, sin considerar depreciacion, es mayor que
|a tasa deseada, entonces € ratio capital producto efectivo debe ser menor a deseado:

s_ (s
g>g,=—>|—| — v<y,
v v/,

En otras palabras, dado que la demanda agregada (1/s) es mayor que la oferta agregada
(K/vy), los capitalistas aumentaran sus inversiones para acrecentar la capacidad
productiva, es decir, aumentar € stock de capital y con €llo € ratio capital producto para

alcanzar la demanda. Sin embargo, los planes de inversién excederdn a los planes de
ahorro, por lo tanto se acelerara €l crecimiento, aumentando la diferencia entre las tasas

efectiva y garantizada; gse alejara aun mas de g,,. Con ello, empeora e exceso de

demanda. En otras palabras, € incremento del stock de capital, genera una disminucién del
cociente 1/v, asi se incrementa la tasa observada, profundizando la diferencia entre ambas

14
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tasas. La situacion que acabamos de describir alude a una de crecimiento econémico
acumulativo.

En la otra situacion, s la tasa observada es menor a la tasa de crecimiento deseada, la
relacion capital producto efectiva es mayor a la relacion deseada por los inversionistas. La
demanda agregada (1/s), a ser menor que la oferta agregada (K /v, ), genera un incentivo

sobre los capitalistas a disminuir sus inversiones. Existe un stock de capital excesivo en
relacion a la dindmica del crecimiento econdmico expresada por la tasa efectiva de
crecimiento.

s (s
0<0,=—<|—| — V>V,
v \v)q

Por lo tanto, los inversionistas reduciran su stock de capital paraiguaar larelacion efectiva
aladeseada. La consecuencia es la desaceleracion del crecimiento que empeorala recesion
y € desempleo. Esta es una tipica situaciéon de insuficiencia de demanda efectiva. No
obstante, esta disminucion afecta a la tasa de crecimiento efectiva, incrementando €
diferencia de tasas. A diferencia del caso anterior, esta es una situacion de recesion
acumulativa.

El problema de corto plazo (ciclo economico) es larelacion entre g y g,,. El problemaen
el largo plazo es la relacion entre g, y g,, en otras palabras, la relacion entre e

crecimiento de la fuerza de trabajo en términos de unidades de eficienciay e crecimiento
del capital.

Si g, es mayor que g,,, dado que los coeficientes de produccién permanecen fijos, habra

desempleo estructural. Los planes de inversion (hay mas oportunidades para invertir)
exceden a los planes de ahorro, por lo tanto habra presiones inflacionarias. De aqui se
deduce que €& desempleo y la inflacibn no constituyen una paradoja en los paises
subdesarrollados.

Politica econdmica de acuerdo con los modelos de Harrod y Domar

Como se menciond, s la tasa de crecimiento natural,g, es mayor que la tasa de
crecimiento garantizada, g,,, la economia se encontrara en una situacion de desempleo

estructural, situacion caracteristica en los paises subdesarrollados. Por lo tanto, la tarea de
politica en los paises en desarrollo esigudar g, y g,, reduciendo la tasa natural (g,) e

incrementando latasa garantizada (g,,)-
9, >0y

S
Ntp>——§
Vd
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El sector publico puede intervenir siguiendo dos tipos de politica: politicas parainfluir en la
tasa natural, g, =n+ p, y politicas para afectar |la tasa garantizada, g,, =(s/vy)—9, (ver
Cuadro 2.2).

Cuadro 2.2
Politica econdmica en los modelos de Harrod y Domar

Politicas sobre la tasa natural Politicas sobre la tasa garantizada

. Reforma y liberalizacion

financiera
e Control de la natalidad . Politica fiscal y politica monetaria
e Disminucién de la productividad . Politicas de tasas de interés en el
del trabajo mercado financiero
e  Reduccion del ratio capital
producto

Politicas sobr e la tasa natural

Para controlar laexpansion de latasa natural, g, , puede ejecutarse programas de control de

la natalidad, para reducir & crecimiento de la fuerza laboral, n. Sin embargo, esta opcién
solo sera efectiva en el largo plazo. Otra politica para reducir la tasa natural es la
disminucion de la productividad del trabajo, p . No obstante, esta medida afectaria el nivel

deviday la competitividad de la economia (Thirlwall 2007:4).

Politicas sobr e |la tasa gar antizada

La tasa garantizada, g,,, puede incrementarse si se implementan reformas y liberalizacion

financiera, de modo que se incentive e Ahorro (aumentar s). Asimismo, la politicafisca y
la politica monetaria también podrian resultar de utilidad. Sin embargo, desde el punto de
vista keynesiano, esta medida impulsadora del ahorro no asegura necesariamente la
realizacién de los planes de Inversion, pues son las decisiones de los inversionistas, guiadas
principalmente por sus expectativas, las que conducen e proceso de acumulacion del
capital.

Si existen expectativas favorables, 10s inversionistas acudiran a sistema financiero para
obtener los fondos que necesitan. Por |o tanto, la politica de tasas de interés tiene también
un rol crucial. Los economistas afavor de laliberalizacién financiera sugieren que elevadas
tasas de interés real impulsaran el Ahorro. Sin embargo, tasas de interés muy atas podrian
desincentivar la Inversion (Thirlwall 2007: 4-5). Al respecto, en las notas finales de su obra
Teoria general de la ocupacion, el interés y el dinero, John Maynard Keynes sefiaa:
«hemos demostrado que la extension del ahorro efectivo esta determinada necesariamente
por el volumen de inversion y que éste se fomenta por medio de unatasa de interés baja, a
condicién de que no intentemos aentarla de este modo hasta méas alé del nivel que
corresponde a la ocupacion plena» (1936:330).
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En particular, es probable que & desincentivo de la Inversidon a causa de elevadas tasas de
interés se produzca en economias con alta preferencia por liquidez y bajo deseo de
inversion. Asimismo, la preferencia por liquidez suele ser elevada en ambitos donde la
incertidumbre respecto a comportamiento futuro de las tasas de interés para plazos
variables es muy ata (Jiménez, 1994:12-14).

Finalmente, la reduccion del ratio capital producto (v, ) implicalautilizacion de técnicas de

produccion maés intensivas en trabagjo. No obstante, es importante analizar si 10s paises en
desarrollo son capaces de cambiar su estructura productiva hacia técnicas mas intensivas en
trabajo sin reducir e nivel de producto y de ahorro (Thirlwall 2007:6-8).

Modelos neoclasicos de Solow-Swan y de Uzawa

Como se menciond anteriormente, en los modelos de Harrod y Domar, la relacion capital
producto, v, es fija. Por lo tanto, €l stock de capital, y en consecuencia la relacion capital
trabajo, aumentaran solo si aumenta la tasa de ahorro. Sin embargo, la propension marginal
a ahorrar y la tasa de depreciacion son exogenas. Por ello, no puede asegurarse la
convergenciaal equilibrio ni & pleno empleo.

Ante los inconvenientes sefialados por Harrod y Domar acerca de la incapacidad de la
economia de lograr crecimiento y estabilidad con pleno uso de la fuerza laboral, €
economista Robert Solow presentd su modelo de crecimiento neoclésico en A contribution
to the theory of economic growth, de 1956. Trevor Swan, en Economic growth and capital
acumulation, publicado el mismo afio 1956, presenté un modelo similar, por eso e modelo
neoclasico es conocido como e Modelo de Solow-Swan. El propdsito de este modelo era
mostrar que la economia capitalista puede crecer a la tasa de crecimiento de su fuerza
laboral, y que este crecimiento es estable o converge a su equilibrio de largo plazo entre
ofertay demanda agregadas.

Los dos problemas sefiadlados por Harrod y Domar (inestabilidad e improbabilidad de
crecimiento con pleno empleo) se deben a la ausencia de sustitucion entre los factores
trabajo y capital. Por lo tanto, la solucién a los problemas sefidlados es permitir que los
factores sean sustitutos, de este modo, se hace variable la relacion capital-producto. Si es
posible, sustituir trabajo por capital, y viceversa, entonces las variaciones de la relacién
capital producto permitiran que la economia converja a su equilibrio de largo plazo 0 a su
estado estacionario. Por o tanto, no habrd razon para un crecimiento con desempleo
involuntario. Tampoco habrarazon paralainestabilidad.

El Modelo de Solow-Swan

La version basica del modelo de Solow en tiempo continuo consta de las siguientes
ecuaciones:

(1) S=sY Funcién Ahorro
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(2) 1=K+  Inversion Bruta
3 I1=S Condicién de equilibrio
4) E =n Tasa de Crecimiento de lafuerzalaboral

(5) Y =F(K,L) Funcion de Produccién

Donde s eslapropension aahorrar (0<s<1), 6 eslatasade depreciacion del capital y
n es latasa de crecimiento de la fuerza laboral. Todos estos parametros son exégenos al
modelo.

Por ser una funcion de produccién homogénea de grado uno, es posible transformarla en
términos per cpita:

y = f(k)

Donde yzl, k=5
L L
Esta funcion de produccion es neoclésica y bien comportada, es decir, satisface las

condiciones de Inada:

limf'(k)=0 lim f(k) =

k—oc
En una economia sin gobierno y sin sector externo, € producto per capita es:

©) y:f(k):f+'L

Dela condicién de equilibrio, ecuacion (3), tenemos:
K+ 6K =sY
Expresamos esta ecuacion en términos per capita:

Y

@ KoKy e  Kixostw
TR L

Ademés, lavariacion de larelacion capital -trabajo se puede expresar como:
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k(ﬁj&

L L?
k=K_KL
L LL

Reemplazando |a tasa de crecimiento de lafuerzalaboral por su valor (n):
K="k
L
K .
8 —=k+nk
(8 C
Introduciendo la ecuacion (8) en la ecuacion (7):
k +nk + &k = sf (k)
De este modo, se obtiene laecuacion neoclasica fundamental de crecimiento:
9) k=sf(k)—(n+5)k

Asimismo, latasa de crecimiento de larelacion capital-trabajo se puede expresar:

k_K L
k K L
Tomando en cuenta aladefinicion de inversion:
k=K nk 6 k==K
L L
k‘—l—(n+§)k
L

De esta ecuacion se obtiene lainversion per capitaque esigua a:
l—k’+(n+5)k
L

De la ecuacion (6) se obtiene:
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f(k):%+k+(n+5)k

Utilizando la funcidn de ahorro per cépita, la ecuacion fundamental también puede ser
expresada como:

sf(k):f(k)—%:k+(n+§)k

Otra forma de expresar |a tasa de crecimiento de la relacion capital trabajo es la siguiente.
Delaecuacion (9), en € estado estacionario, tenemos:

K10 s —S_nas)—
E_S " (n+§)_v (n+0)=0

X K L S nis)-0
K L v

K_s
K v

Como sabemos, larelacion capital producto (v) se halla constante en €l estado estacionario,
por lo tanto, latasa de crecimiento del producto esigual alatasa de crecimiento del capital:

<|=<.

v

Notese que e ahorro por trabagjador, que es e mismo que la inversion por trabajador, es
igual a la inversion que aumenta la relacion(K /L) mas la inversion que mantiene la
relacion (K / L) constante en un contexto de crecimiento de la fuerza laboral y depreciacion

del capital, este Ultimo tipo de inversion es también conocida como e monto de inversién
necesario para mantener € stock de capital per cpita constante (o break-even investment
en inglés). Cuando no hay variaciones en(K /L) la economia se encontrara en el estado

estacionario y crecera alatasa(n) que mantiene constante dicharelacion (k)

Podemos mostrar que €l producto y € capital crecen a la tasa n. De la ecuacion (9)
tenemos que cuando k =0, entonces:

f(k)=@

Tomando logaritmos y derivando con respecto al tiempo:
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In f (k) = In(n) +1n(5) + In(k) - In(s)

dinf(k) _din(n) din()  dink) _dIn(s)
dt  dt dt dt dt

Puesto que n, § y sson constantes en el tiempo, sus logaritmos también lo son, por lo

tanto, la derivada con respecto a tiempo del logaritmo de cada pardmetro es cero. De este
modo, en & estado estacionario, € crecimiento del producto per cépita es igua a
crecimiento del stock de capital per capita, e igua acero, pues €l stock de capital per capita

permanece constante (k = 0).

dinf(k) _din(k) _

0O —
dt dt

k

< <

En el estado estacionario € stock de capital per cdpita permanece constante y por ende €l
producto per capita también. De este modo, podemos calcular la tasa de crecimiento del
producto y del stock de capital:

k K L K L
k K L K L

Por lo tanto, en el steady state (cuando k y y son iguales a cero), la relacion capital

producto, v, también es constante. Para comparar con €l modelo de Harrod y Domar, en €
estado estacionario, latasa de crecimiento del producto puede expresarse como:

K v

Donde v = fl(<k) es larelacion capital-producto

Ademés, la economia es estable. Cuando k <k, e stock de capital aumentasi € ahorro per
capita supera el break-even investment, pues € incremento en e stock de capital es mas que
suficiente para reponer e capital depreciado y dotar de capital alos nuevos miembros de la
fuerzalaboral. Esto implicaque k esta creciendo.

Ocurre lo contrario si k > k™. El stock de capital disminuye, pues & ahorro per cépita es
menor al break-even investment. Es decir, no es suficiente para reponer €l desgaste del
capital y a la vez dotar de capital a la creciente fuerza laboral. Por lo tanto, la relacién
capital por trabajador decrece (ver Grafico 2.1). De este modo, cada vez que la economia se
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alegja del estado estacionario, ya sea por exceso o0 por deficiencia de capital por trabgador,
hay fuerzas que la empujan hacia el equilibrio de largo plazo del estado estacionario.

Grafico 2.1
La relacidon capital trabajo y la tasa de crecimiento del capital de
equilibrio
sf (k) (n+§)k
sf (k)
: k
. k*
K :
k |
: k

~

En k™ latasa de crecimiento esigual a n, la misma que es totalmente independiente de la
proporcién que se ahorra del ingreso. El ahorro por persona alcanza para proporcionar
capital ala poblacidon en aumento y para reponer € capital depreciado sin causar cambios
en el coeficiente de capital por trabgador. Esla“edad de oro” donde el stock de capital y el
producto crecen alamismatasa, igua a latasade crecimiento de lafuerzalaboral.

Sin embargo, como acabamos de ver, dado que la relacion capital trabajo esta constante, €
producto per cdpita no crece:

_Y
Y7L

El modelo de Solow presenta una conclusién alarmante, 10s supuestos neoclasicos que
permiten el crecimiento del producto con pleno empleo generan e estancamiento del
producto per capita. Sin embargo, la evidencia empirica sugiere que € PBI per cdpitade los
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paises crece alo largo del tiempo. De este modo, € modelo de Solow no puede explicar €
crecimiento del producto per cépita sin incluir algun factor exdgeno. En otras palabras,
adoptando una funcion de produccién neoclésica, € crecimiento del producto no es
totalmente explicado por € crecimiento de los factores. Existe un residuo en la contabilidad
del crecimiento, como vimos en e Capitulo 1.

EL RESIDUO EN LA CONTABILIDAD DEL CRECIMIENTO

Progreso técnico exdégeno (neutral de

HiCkS)Z Y — AKaLl—a

En este caso el residuo es igual a la tasa de

crecimiento de A. En este caso el residuo i:é+a5+(l—a)£
también es conocido como productividad total Y A
del los factores (PTF).

Progreso técnico exdgeno aumentador del
trabajo (neutral de Harrod): Y = K“(El_)l‘“

En este caso el residuo es igual a la tasa de
crecimiento de E multiplicada por (1—a).

pues el progreso técnico afecta
exclusivamente al trabajo.

=a%+(1—a)§+(l—a)%

<|=<.

La discusion acerca de la existencia de un residuo en la contabilidad del crecimiento se
inicio en la década de 1930. Varios nombres fueron atribuidos a este residuo: progreso
técnico, eficiencia, cambio tecnolgico, entre otros. Incluso se crearon diversos tipos de
indices que pretendian captar € residuo y analizar su evolucién en e tiempo. Sin embargo,
los economistas y econometristas reconocian desde entonces las limitaciones de los datos
de los que disponian y advertian ademas que sus estimados debian ser utilizados con sumo
cuidado. Como muestra de esta toma de conciencia entre los economistas, Abramovitz
(1956) se referia a estos indices como “una medida de nuestra ignorancia’ (para una
revision mas completa de este debate, véase Griliches, 1996).

En su trabgo de 1957 Solow integra la teoria econdmica basada en una funcién de
produccion agregada neoclésica a la metodologia de célculos e indices desarrollada hasta
entonces. Los resultados hallados por Solow, utilizando una medida de progreso técnico en
sentido amplio, corroboran los resultados presentados por la literatura precedente (ver
Cuadro 2.3). En términos generales, buena parte del crecimiento del producto, y del
producto per cépita, es explicado por € cambio técnico, €l cua presenta una tendencia
creciente. Ademas, la economia presenta cambio técnico neutral (Solow 1957:312, 316).

Posteriormente, Denison (1985) desagregé € cambio técnico calculado por Solow vy
encontré que el crecimiento del capital humano y del progreso técnico en términos mas
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estrictos son los factores més importantes para explicar e crecimiento. Segin Denison,
34% del cambio en € producto era explicado por €l cambio tecnoldgico. Sin embargo,
Solow (1988) resalta que tanto su trabajo de 1957 como el de Denison (1985) dependen
fuertemente de que los factores reciban como remuneracion su producto marginal y que el
progreso técnico sea neutral.

Cuadro 2.3
Primeros estimados del residuo en el crecimiento de Estados Unidos
(Porcentaje del crecimiento no explicado por los factores convencionales)

Fuente Periodo En el producto En el producto per

capita
Timbergen (1942) 1870-1914 27% 100%
Stigler (1947) 1904-1937 ; 89%
Manufactura
- 0, -
Schmookler (1952) 1869-1938 37%
Manufactura 1869-1928 31% 88%
Fabricant (1954) 1870-1950 - 92%
Kendrick (1955) 1899-1948 _ 87%
Manufactura
. 1869-1878
0, 0,
Abramovitz (1956) 2 1944-1953 48% 86%
Solow (1957) 1909-1949 52% 88%

Fuente: Griliches (1996:1327)

En suma, para que & modelo de Solow pueda explicar € crecimiento del producto per
capita, es necesario incluir en la funcion de produccién un factor de progreso técnico
exogeno. El modelo de Solow con progreso técnico exdgeno se presenta a continuaci on.

M odelo de Solow con tecnologia exégena

Definimos una funcion de produccién con tecnologia aumentadora de trabajo (E) , donde el
parametro E hace més eficiente alafuerza de trabgjo:

(11) Y = K“(EL)**

Se asume que la tasa de crecimiento de la tecnologia(p) es exdgena. Entonces, la tasa de
crecimiento del producto puede expresarse como:

i:055+(1—05) L_,_E
Y K L E

(12) i—'z a§+(l—a)[n+p]
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Para comprender el crecimiento de Y , se debe comprender el crecimiento de K :

K =sY - Inversion Neta

Se pueden expresar Y y K en términos de trabgjo efectivo medido en unidades de
eficiencia, de lasiguiente manera:

Y YLy

13 ==t ==
(13 y EL E E
(14) Ezizﬁzﬁ
EL E E

Asimismo, la funcion de produccién también se puede expresar en términos de trabgo
efectivo medido en unidades de eficiencia (EL ):

_ K“(EL)*™
y=—r"—" >
EL

y =k

(15)
Tenemos ademas la variacion proporcional de larelacion capital-trabajo efectivo:
L

_K_ L E
K L E

==

(16)

x

==
I
A

:T(Ty—(&+n+p)

?\—g|?\—g.

Por o tanto:

(17) Kk =sy—(5+n+p)k
En € estado estacionario:

18 k=0 — >

7‘_I|~<I

=(0+n+p)

De la ecuacion (15) podemos calcular la tasa de crecimiento del producto por unidad de
trabajo efectivo. Tomando logaritmos y derivando con respecto al tiempo, obtenemos:
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y=k“ = Iny=alnk

diny  dInk
=a
dt dt

N
<i|<r
I
N}
= =1

En € estado estacionario,

<<t
Il
N
7‘_I| =)
Il
o

Por lo tanto, |a tasa de crecimiento del producto por unidad de trabajo efectivo, y/V, es
directamente proporcional a crecimiento del capital por unidad de trabgjo efectivo. Puesto

que, en € estado estacionario, K estacongtante, y también permanecera constante:

<

(19)

~

<<

Y E o
E

<

No obstante, el producto per capita crece alatasa que alague crece el progreso técnico.

y E
20) L=—=
( )y £ =P

Ademés, podemos demostrar que €l producto(Y) y € stock de capital (K) estan creciendo
alatasa (n+ p) . Delaecuacion (14) tenemos.

go Y
EL
IN§ =InY —InE —InL dIny:dInY_dInE_dInL
dt dt dt dt
y_Y E L,
y Y E L

E L
21 =—+—=p+N
(21) Et =P

<|=<.
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Grafico 2.2
Modelo de Solow con tecnologia exégena

y (n+§+p)k~

=~

Dela ecuacion (14), se obtiene:

oK _k
EL E

Ink =InK =InE=InL - Ink =Ink—InE

dink _dInK _dInE_dinL _ dink _dInk dInE

dt dt dt dt dt dt dt
k_KE L, . Kk_k E_,
Kk K E L k k E
K E L k E
—_— =} — - — -
K E L k E
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(22 §=p+n
(23) E=p

El stock de capital y el producto crecen a una tasa igua a la suma de las tasas de
crecimiento de la fuerza labora y del progreso técnico. Las variables per cpita crecen ala
tasa de crecimiento del progreso técnico exdgeno. Como ya se habia mencionado, €l
producto per cpita crecera Unicamente si hay progreso técnico.

Golden rule

Como €l ingreso per cépita ya no aumenta en el estado estacionario, es importante saber en
gué condiciones se maximiza €l nivel de bienestar, es decir € consumo per cpita. Existe
un valor de k conocido como laintensidad de capital de la Regla de Oro, es decir, € valor
del stock de capital per cdpita que maximiza € consumo per capita en € estado
estacionario.

Partimos de la ecuacion neoclésica fundamental, cuando la economia alcanza su estado
estacionario para obtener el consumo per capita.

%: f(k)=sf (k')

En € estado estacionario, se cumple que:

k=0 — %: f(k)—(n+8)k’

Donde k™ es el nivel del stock de capital per cépitadel estado estacionario. Para maximizar
el consumo per cépita, seigualaacero laprimera derivada de la funcién con respecto a k.

Py

aTIZZ f'(ky )= (N+8)=0 — f'(kez)=0=n
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LA REGLA DE ORO

En el estado estacionario, tanto el stock de capital per capita, como el producto per capita,
estan constantes. Sin embargo, el estado estacionario de una economia puede estar
caracterizado por distintas combinaciones de capital per capita y producto per capita. Uno de
los indicadores de bienestar poblacional mas utilizados es el Consumo. Como sabemos, en la
contabilidad nacional para una economia cerrada, el Consumo es la diferencia entre el
Producto y el Ahorro (igual a la Inversién).

En el panel izquierdo del gréfico, se muestra la diferencia de la funcion de produccién per
capita y la inversidon destinada a reponer el capital gastado y dotar de capital a la nueva

poblacién laboral (la zona rayada). La funcién de produccién neoclasica es céncava en K y

cumple las condiciones de Inada. A medida que aumenta K, la productividad marginal
alcanza un maximo y luego disminuye.

f (k) (n+5)k c

f (k) CMax ................. -y

En el panel derecho, se presenta el consumo per capita en funcidon del capital per capita.
Como puede apreciarse a bajos niveles de K, el consumo aumenta conforme se incrementa

la relaciéon capital trabajo hasta alcanzar su maximo valor (C,,. ). A partir de este punto, el

Max

consumo decrece a pesar de que la relacién capital trabajo siga aumentando. Por lo tanto,

maximizando la funcién de consumo per capita con respecto al capital per capita del estado
*

estacionario podemos hallar el valor de K de la golden rule. Partimos de la ecuacién

neoclasica fundamental, cuando la economia alcanza su estado estacionario para obtener el
consumo per capita.

La productividad marginal del capital menos la depreciacion es igua a la tasa de interés
rea (r). Por tanto, e consumo per cépita alcanza su maximo valor cuando la tasa de interés

real esigual alatasade crecimiento natura (n).

f'(kGR*)_5= n

Por |o tanto, €l capital del estado estacionario cuyo producto margina neto de depreciacion
es igual a la tasa de crecimiento de la fuerza laboral, es € oOptimo en e sentido que

maximiza el consumo per cdpita. En correspondencia con e k de la Regla de Oro (kg),
hay unatasa de ahorro que maximiza el consumo per capita. Para hallar esta tasa de ahorro,
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despgjamos k™ de la ecuacion neoclésica fundamental de modelo de crecimiento de Solow-
Swan sin tecnologia exdgena, lacual esigual acero en € estado estacionario.

K=sf(kig)—(N+3)Kr =0 —  sf(kig)=(n+3)Ks

245, 0Ok
T fker)

LA TASA DE AHORRO DE LA REGLA DE ORO EN UNA FUNCION CoBB-DOUGLAS

Partiendo de una funcién de produccién Cobb- Douglas, Y = K“L*, en términos per
capita, tenemos:

Y KO (KYYLY L. a
TT:H (Ij —oy=Ek Tl =ag

Utilizando la ecuacién fundamental del modelo de Solow, hallamos el consumo per capita en
el estado estacionario.

%:k“ —sk*=(1-s)k* -

C
==k —(n+0)k
3 (n+9)

Maximizando el consumo per capita con respecto al stock de capital per capita, hallamos
k. -
GR -

Max S = k* - (n+ 8)k
L

oC
= (148)=0 > S So=n+s > a=(n+o)ks"
GR GR

1 a
o l-a a 1-a
k = —> =
eR (n+5) Yer (n+5j

Reemplazando el valor de kGR en la formula hallada para la tasa de ahorro de la golden rule,
ecuacion (24), obtenemos que la tasa de ahorro debe ser igual al coeficiente « .

(N +8)Keq ( a jl[ a j_“
Sep =—————=> —  Ss,=(N+0 - Sep =
R (k) w =119 75 ) |hve R =@
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Gréfico 2.3
La relacion capital trabajo y la tasa de ahorro de la regla de oro

K™, k" (n+ &)k
(k")
sf (k")

Ser F(K)

A laderechade kg, , la economia se encuentra en una zona de ineficiencia dindmica. Por lo
tanto, en la zona ineficiente se cumple que:

f'(k)-o< f'(keg)—0
r.<n
En la zona dindmicamente ineficiente la tasa de interés real es inferior a la tasa de

crecimiento agregado. En la Grafico 2.3 se muestra la relacion capital trabajo y la tasa de
ahorro de la regla de oro. Se puede apreciar que a la derecha de k., la pendiente de la

funcion de produccion, f (k) , es menor que lapendientedelalinea (n+ o)k .

Convergenciaen e modelo de Solow

Como se menciond anteriormente, de la ecuaci én neoclasica fundamental :
k =sf (k)= (n+5)k

Se obtiene la ecuacion de latasa de crecimiento de larelacion capital-trabgj o:

Latasa de crecimiento de las dotaciones de capital por trabajador depende positivamente de
la tasa de ahorro y la productividad media del capital, y negativamente de la tasa de
crecimiento de la poblacion y de la tasa de depreciacion. El primer término es decreciente
en el stock de capital porque la productividad media del capital 10 es a medida que aumenta
el stock de capital.
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Gréafico 2.4

Convergencia en el modelo de Solow

k

k

5

: n+a

| i i st (k)
- = k
T | k
Ky Kq k*

yooon i

S s : ()

yR -____i _____ : i

i/
— z k
Ky Ke k

En e panel superior del Gréfico 2.4 se representa e producto de la tasa de ahorro y la
productividad media del capital, también conocida como la inversion bruta por unidad de
capital, como una curva de pendiente negativa. Mientras la curva se mantiene por encima

de n+5, e stock de capital per cépita estd aumentando (k/k). En e pand inferior se
aprecia que a bagjos niveles de k, la tasa de crecimiento del stock de capital per capita es
mayor, pues la productividad media de k es més ata y va disminuyendo conforme
aumenta k .

Yo Y ¥

k, ki Kk

p

S k esbgo, lainversion bruta y tasa de crecimiento de k serén atas. Como y sigue la
misma trayectoria de k, también crecerd mas cuanto més algjada esté la economia del
estado estacionario. De este modo, dado que larelacion capital-trabajo de un pais pobre, k
es menor que la de un paisrico, k,, € pais pobre crecera mas rapido que € rico, hasta que
ambos convergerdan a mismo nivel de equilibrio de largo plazo, si comparten los mismos
parametros. s,n,0 y la forma de la funcién de produccién F(.). A este tipo de
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convergencia se le denomina Convergencia Absoluta. Desafortunadamente, la evidencia
empirica no favorece esta hipotesis. De Long (1988), en un estudio que abarca una amplia
muestra de paises, no encuentra evidencia de que los niveles de bienestar de los paises
pobres y ricos se estén acercando.

Por otro lado, con més realismo, se reconoce que los paises tienen distintos parametros
fundamentales. Por lo tanto, cada economia convergera a su propio estado estacionario.
Esta convergencia es conocida como Convergencia Relativa o Condicional (condicionada
por los parametros de cada economia en particular). La evidencia empirica, a diferencia del
tipo anterior de convergencia, apoya fuertemente esta hipétesis, como lo demuestran los
trabgjos de Mankiw, Romer y Weil (1992) y Barro y Sda-i-Martin (1991,1992).

El tema de la convergencia ha sido muy trabajado en la Teoriadel Crecimiento, no solo por
el interés que despierta e tema en si mismo, sino también porque permite comprobar
empiricamente las implicancias de los modelos tedricos y analizar si estos son validados o
no por lareaidad. Como hemos visto, en e modelo neoclasico, € supuesto de rendimientos
decrecientes, conducia finalmente ala formulacién de la hip6tesis de convergencia. Por otra
parte, los modelos de crecimiento endogeno, que serén tratados en e Capitulo 5, surgen
como una dternativa ante las deficiencias del modelo neoclasico para explicar
principalmente dos hechos estilizados: € crecimiento del producto per cépita sin factores de
progreso técnico exdgeno y lafalta de convergencia entre paises (Islam, 2003:312).

El debate empirico acerca de la validez de la hip6tesis de convergencia se inicia con €
trabgjo de Baumol (1986). Utilizando los datos de la muestra recopilada por Angus
Maddison en 1982, Baumol comprueba que existe convergencia absoluta para un grupo de
dieciséis paises industrializados en el periodo 1870 — 1979. El estudio también encuentra
evidencia de convergencia absoluta en paises menos desarrollados, pero rechaza la
hipétesis para paises subdesarrollados (Romer 1994:4).

Posteriormente, De Long (1988) sefiad 6 que los resultados de Baumol (1986), que respaldan
la hipétesis de convergencia absoluta, podrian estar sesgados, pues, los paises de la
muestra de Maddison 1982 sdlo se incluyen las economias que se industrializaron
exitosamente para fines del periodo de la muestra (Romer 1994:4). Por lo tanto, la
validacion de la convergencia se da para paises que fueron escogidos como una muestra ex
post de paises con elevado crecimiento en € periodo 1870-1979. Ademés, ciertos paises
que en €l afio inicial gozaban de buenas perspectivas de crecimiento fueron excluidos del
andisis. Si Baumol hubiera considerado paises que en 1870 parecian en condiciones de
converger (como Irlanda, Portugal, Espafia, entre otros) entonces la hipétesis de
convergencia hubiera sido rechazada, pues en los afios posteriores estos paises se atrasaron
con respecto a las economias lideres. Asimismo, De Long (1988) presenta una muestra de
98 paises para € periodo 1960-1985 en la cual se rechaza la hip6tesis de convergencia
absoluta.

El descarte de la hipotesis de convergencia absoluta generdé escepticismo frente a modelo
de Solow, pues no se comprobaba empiricamente una de sus principales conclusiones. Sin
embargo, e modelo de Solow predice una version condicional de la convergenciay no una
versién absoluta. Incluso Solow, en Exposition of growth theory de 1970, sefidd
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explicitamente que los hechos estilizados referidos a comparaciones entre economias le
concernian menos, pues su trabagjo se enfocaba en la trayectoria de las variables dentro de
una economia (Islam 2003:313).

COMO REALIZAR UN TEST DE CONVERGENCIA ABSOLUTA

Generalmente, la hipotesis de convergencia ha sido puesta a prueba por el método de corte
transversal (entre paises o regiones) utilizando la siguiente regresion:

In Yie — In Yiteo = Aln Yito T U

Donde Yir es el producto per capita del pais i en el periodo t. Se asume que g, la

velocidad de convergencia, puede tomar valores entre [-1,0]. La hipdtesis de convergencia
implica que g, <0, de este modo, la tasa de crecimiento, expresada por la diferencia en los

logaritmos del producto per cépita en el nivel actual (t=1) y el nivel en un estado inicial
(t=0) tendria una relacion inversa con el nivel inicial de producto. Es decir, si g <0,

entonces, los paises con menores niveles de producto per capita inicial estarian creciendo a
tasas mayores que aquellos paises con mayores niveles de producto inicial. Esta metodologia
es conocida como test de convergencia j3.

Otra forma de expresar la regresion es:

In Yit =@+ ﬂ)lnyi,tzo+ui - Inyi,t =7Z'|nth:o+ui

Donde 7 =1+ y 0<x <1. En este caso, la hipotesis de convergencia implica que 7 <1.

Sin embargo, ¢el hecho de que los paises pobres crezcan mas rapido que los ricos garantiza
que eventualmente ambos alcancen el mismo nivel de desarrollo? El test de convergencia g

s6lo comprueba la relacién inversa entre tasa de crecimiento y producto inicial. No obstante,
la hipétesis de convergencia implica ademas que, precisamente debido a esta relacion
inversa, los paises pobres eventualmente alcanzaran a los paises ricos. Por lo tanto, (como
saber si los niveles de producto per capita de los distintos paises se estan acercando?

Lichtenberg (1994:576) sefiala que otra forma de realizar un test de hipodtesis de
convergencia implica analizar la dispersion entre los niveles de producto per cépita de los
distintos paises y comprobar que ésta se reduce conforme transcurre el tiempo. De este
modo, el test consistiria en obtener la derivada en el tiempo de la varianza del logaritmo del
producto per capita. Si esta derivada es negativa, entonces hay convergencia, es decir, los
paises pobres se estan acercando a los paises ricos en términos de sus niveles de PBI per
capita. Este tipo de hipdtesis se denominan test de convergencia ¢ (o sigma representa la
desviacion estandar en la muestra de ingresos entre paises).

d[var(iny,)]/dt <0

Estas dos formas de corroborar la hipétesis de convergencia son complementarias, pues el
cumplimiento de la convergencia g es una condicidon necesaria pero no suficiente para que

se compruebe la convergencia o. Ademas, el test de convergencia g permite obtener

informacion sobre parametros estructurales del modelo de crecimiento, mientras que las
pruebas de hipoétesis basadas en la distribucion del ingreso o producto entre paises no (Islam
2003:314).
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En estos trabajos € test de convergencia absoluta esta basado en la comprobacion de que la
tasa de crecimiento de un pais de un periodo a otro esta inversamente relacionada con €l
nivel de producto per cpita inicial. Por su parte, € test de convergencia condiciona
requiere controlar por las diferencias en las tasas de ahorro y de crecimiento de la poblacién
entre paises. De este modo, se elimina € efecto que los distintos parametros de cada
economia tienen sobre |la tasa de crecimiento y se realiza un test similar al de convergencia
absoluta. Los trabajos posteriores se orientaron hacia la comprobacion empirica de la
hipétesis de convergencia condicional. Al respecto, se ha desarrollado relativo consenso
sobre lavalidez de esta hipétesis. Incluso se estima que la velocidad de convergencia de los
paises a su nivel de PBI per cpita de estado estacionario es de 2% a 3% anual (Barro y
Lee, 1994). Para unarevision de literatura del tema més detallada véase Caselli, Esquivel y
Lefort (1996).

Entre los principal es trabgos del tema destacan los de Mankiw, Romer y Weil (1992) y los
de Barro y Salai- Martin (1991, 1992). En estos trabgjos se utilizaron |os datos recopilados
por Heston y Summers en 1991, pues la base de Madisson (1982) presentaba problemas de
sesgo en la seleccion de | os paises (Romer 1994:4).

Gréfico 2.5
Evidencia empirica sobre la convergencia

A, Unconditional

Growth rate: 1960-85
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Fuente: Mankiw, Romer y Weil (1992), pp.427.
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Los resultados de Mankiw, Romer y Weil (1992) sobre €l andlisis de la convergencia para
una muestra de 75 paises alo largo del periodo 1960-1985 se muestran en e Gréfico 2.5.
En é se presentalarelacion entre la tasa de crecimiento del PBI per cépita promedio anual
de 1960 a 1985 (gje de ordenadas) y €l logaritmo del producto por trabajador en 1960 (gje
de abscisas). Si se formara una relacion inversa entre estas variables, la hip6tesis de
convergencia seria validada empiricamente para estos paises. Los autores encontraron que
la hipétesis de convergencia absoluta es claramente rechazada, pues como se aprecia en €
panel superior del gréfico, no se visualiza una relacion clara entre la tasa de crecimiento y
el nivel de producto per capitainicial.

Si se elimina @ efecto de las tasas de ahorro y de crecimiento de la poblacion sobre la tasa
de crecimiento de los paises, si hay evidencia de convergencia. Como se aprecia en e panel
medio del Grafico 2.5, hay una relacién inversa entre la tasa de crecimiento del producto y
el logaritmo del producto por trabagjador. Es decir, se valida la hipdtesis de convergencia
condicional, pues luego de controlar por las diferencias en los parametros entre paises, |0s
paises més pobres estarian creciendo mas rapido que los paises més ricos. Asimismo, los
autores encuentran que, si se controla ademés por las diferencias entre el capital humano en
los paises de la muestra, la hipotesis de convergencia condicional es fuertemente respaldada
por la evidencia empirica (en e panel inferior del gréfico, la relacion inversa entre las
variables es més notoria).

Por su parte, Barro y Salai- Martin (1992) afirman que en 48 estados contiguos de los
Estados Unidos para € periodo 1880-1988 y en 22 paises de la Organizacion para la
Cooperacion y Desarrollo Economico (OECD por sus siglas en inglés) para e periodo
1960-1985, la hipdtesis de convergencia absoluta es aceptada. Esto se explica pues estas
economias son similares en cuanto a la tecnologia y tasas de ahorro. De este modo, los
niveles de producto per cépitaen el estado estacionario no difieren significativamente entre
estados o entre paises. Por lo tanto, en estos casos, la convergencia absoluta y la
convergencia condicional son equivalentes. Asimismo, Barro y Sadai- Martin (1991)
habian encontrado evidencia de convergencia absoluta entre las regiones de Francia y las
prefecturas de Japon. No obstante, para una muestra de 98 paises con distintos niveles de
desarrollo, para e periodo 1960-1985 (la misma muestra que trabajaron Mankiw, Romer y
Weil, 1992) los autores Unicamente encontraron evidencia de convergencia condicional .

Por su parte, Galor (1996:1057) sostiene gque la validacion de la hip6tesis de convergencia
condicional en e modelo neoclasico se halla muy relacionada con la nocion de que cada
economia esta caracterizada por un estado estacionario con un Unico equilibrio globalmente
estable. Sin embargo, s |os sistemas dindmicos del model o estuvieran caracterizados por un
estado estacionario con multiples equilibrios locamente estables, entonces surgiria la
hipétesis de convergencia condiciona “club”. La hipotesis de convergencia condicional
club sefidla que los paises con caracteristicas estructurales semejantes convergen al mismo
nivel de producto per capita de estado estacionario si sus niveles de producto per capita
iniciales también eran similares. Si los paises tenian distintos niveles iniciales de PBI per
capita, alin si comparten los mismos parametros, es probable que los paises con menor PBI
per capita converjan a un nivel de estado estacionario menor.
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COMO REALIZAR UN TEST DE CONVERGENCIA CONDICIONAL

La forma de realizar un test de hipétesis de convergencia condicional es muy similar a la
hipotesis de convergencia absoluta. Por lo general se ha puesto a prueba por el método de
panel data (entre paises o regiones), pero a diferencia de la convergencia absoluta, ahora
necesitamos controlar por las caracteristicas estructurales propias de cada pais.

Convergencia Absoluta In yi,t —In yi,t:o = :Bln yi,t:O +Uu

Convergencia Condicional In Yit — In Yiteo = B In Yito Xi,t:oﬂz +n+n Y

Para ello, incluimos en la regresion un conjunto de variables independientes en el periodo
inicial que explican la tasa de crecimiento para cada pais, representadas por Xio Ademas

incluimos un efecto especifico del pais i, 7, el cual recoge los efectos que no son

capturados en x, utilizado como una variable proxy del estado estacionario al que

t=0"
convergen los distintos paises, como por ejemplo, variables no observables que
representan las diferencias de tecnologia entre paises. Por su parte, 5 es una variable que

recoge el efecto temporal.

Otra forma de expresar la regresion es:
Iny,, =@+ B)Iny o+ X B + 1 + 1+
Iny,, =7Iny, o+ Xi 0B + 1 + 1+ U,

Donde 7 =1+ /4, y 0<z <1. En este caso, la hipotesis de convergencia condicional implica

que 7 <1. Sin embargo, Caselli, Esquivel y Lefort (1996) sefialan que estas regresiones
presentan dos errores que generan que los resultados de la estimacibn no sean
consistentes. Primero, existe correlacion positiva entre los regresores p Yy In(y,,,) due

origina que el estimador 7 esté sobreestimado, y de este modo, la velocidad de
convergencia, g, estara subestimada (recordemos que g, €[-10] .

En segundo lugar, existe un grupo de variables consideradas en el conjunto X, _, que

presentan problemas de endogeneidad con la tasa de crecimiento, por lo tanto, hay un
problema de inconsistencia de los estimadores. Lamentablemente, algunos de los trabajos
realizados abordan alguna de estas deficiencias utilizando técnicas de estimacion de panel,
pero no solucionan los dos inconvenientes a la vez. Para solucionar los dos problemas al
mismo tiempo, Caselli, Esquivel y Lefort (1996) presentan una estimacion de panel
dinamico con estimadores por el método generalizado de momentos (para detalles
técnicos, véase el Apéndice de Caselli et al., 1996). De este modo, los autores encuentran
que la velocidad de convergencia, g, es alrededor de 10%, mayor que 2% generalmente

aceptado, pues los estimadores anteriores eran ampliamente subestimados.

Esta mayor velocidad de convergencia implica que los paises tardan cerca de 7 afios en
aproximarse a la mitad de la distancia entre su posicién inicial y su nivel de estado
estacionario (si la velocidad es de 2% a 3% al pais le tomaria 30 afios recorrer esta
distancia). En consecuencia, las diferencias significativas en los niveles de producto per
capita entre paises serian explicadas por diferencias en los valores del producto per capita
del estado estacionario entre paises (Caselli et al. 1996: 25).

En e model o neoclasico de un solo sector, lafuncidn de produccion per capita, al igual que
la funcion de ahorro, es estrictamente concava en €l ratio capita trabajo. Por lo tanto, €
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estado estacionario esta caracterizado por un unico equilibrio estable. No obstante, si €
modelo incluye individuos heterogéneos, de manera que las tasas de ahorro de los
asalariados sean diferentes a las tasas de ahorro de los capitalistas, entonces, la funcién de
ahorro degjaria de ser estrictamente concava. Por |o tanto, e estado estacionario podria estar
caracterizado por multiples equilibrios localmente estables.

DISTINTOS CONCEPTOS DE CONVERGENCIA

La literatura sobre convergencia abarca distintos conceptos de convergencia, de los cuales
s6lo hemos presentado algunos. A continuaciéon se sefiala brevemente los principales
conceptos relacionados con las pruebas de convergencia (para una revision detallada del
tema véase Islam, 2003). Naturalmente, estos conceptos no se hallan desvinculados, y en
algunos casos son equivalentes.

1. Convergencia entre paises o dentro de un solo pais

Como ya se menciond, la hipdtesis de convergencia puede analizarse como una comparacion
entre distintos paises o como un tema de transito de una economia desde un estado de
desarrollo inicial hacia su nivel de estado estacionario.

2. Convergencia de tasas de crecimiento, niveles de Ingreso o productividad

Si toda la economia compartiera el mismo nivel de progreso técnico, en el estado
estacionario todas crecerian a la misma tasa. Si ademas, las economias tuvieran la misma
funciéon de produccién, convergerian en el estado estacionario al mismo nivel de Producto.
Sin embargo, la convergencia en cuanto a niveles de producto o ingreso depende de la
acumulacion de capital y de la evolucion de la productividad total de factores (PTF). Por lo
tanto, otra hipotesis de convergencia consiste en investigar si los niveles de PTF de los
distintos paises se estan acercando en el tiempo.

3. Convergencia g o convergencia ¢

Anteriormente sefialamos que las pruebas de hipotesis g se centran en el andlisis de la

relacion entre el nivel inicial de producto y la tasa de crecimiento de la economia. Por otro
lado, los test de convergencia o se basan en el andlisis de la dispersion entre los niveles de
ingreso de los paises.

4. Convergencia absoluta o convergencia condicional

Este es el debate mas famoso entre la literatura de convergencia. Como hemos visto, la
convergencia absoluta sostiene que todos los paises convergeran al mismo nivel de producto
de estado estacionario (pues los paises pobres crecen mas rapido que los ricos). La
convergencia condicional incorpora el efecto de los distintos parametros de los paises y
sefiala que cada economia convergera a un nivel de estado estacionario distinto,
dependiendo de sus parametros particulares.

5. Convergencia global o convergencia club

También hemos mencionado el debate acerca de la convergencia global y la convergencia
club. Este debate guarda relacion directa con la posibilidad de que la economia presente un
unico equilibrio de estado estacionario (convergencia global) o multiples equilibrios
(convergencia club).
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En & Gréfico 2.6 se presentan dos funciones de ahorro distintas. En € panel izquierdo se
presenta la funcién neoclésica de ahorro per cépita convencional, la cual da lugar a un
estado estacionario con un solo equilibrio. En este modelo es probable la convergencia
condicional. Esta hipotesis establece que, si las economias comparten |os parametros
fundamentales, su stock de capital per cdpita convergeraen € largo plazo a nivel de estado

estacionario k.

En & pane derecho se presenta una funcion de ahorro con dos equilibrios. En este caso,
podria cumplirse la hipotesis de la convergencia condicional “club’. Este tipo de
convergencia establece que, aln si las economias comparten los mismos parametros
fundamentales, los paises pueden converger a distintos niveles de capital per capita y
producto per capita, dependiendo de los niveles de capital per cdpita 'y producto per capita
iniciales. De este modo, asumiendo |os mismos pardmetros para un grupo de paises,
aquellos con bajos niveles de capital per cdpitay PBI per capita inicia convergerdn a un
nivel k, , inferior a nivel k., al cual convergeran los paises que gozaban de un mayor nivel
de stock de capital per capitay producto per capitainicial.

Grafico 2.6
Equilibrio unico vs. multiples equilibrios

sf (k) sf (k)

-yl RS —
.

K K's

Por lo tanto, la convergencia “club” implica que, incluso dentro de grupos de paises con
caracteristicas estructurales muy similares, habra cierta tendencia a la polarizacion, pues
algunos paises convergen a niveles menores de producto per cépita mientras otros
convergen a niveles més elevados. El trabgjo de Galor (1996) sefiala que existe evidencia
empirica que respalda la hipétesis de la convergencia condicional “club” en modelos
neoclasicos que incorporan nuevos elementos como capital humano, desigualdad en la
distribucion del ingreso, imperfecciones en |os mercados de capitales, entre otros.

No obstante, a pesar del respado empirico que tienen las hip6tesis de convergencia
condicional (ya sea en su version global o “club”) debe tenerse en cuenta que e éxito del
proceso de crecimiento econdmico, depende también de factores sociales y politicos. De
este modo, Pipitone (1994) sostiene que si la hipétesis de convergencia fuese valida, €
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problema del atraso econdémico experimentado por algunos paises seria solo un problema
temporal, pues en € largo plazo se llevaria a cabo € proceso de transferencia y difusion
tecnol 6gica que permita asegurar la convergencia de los paises con menor stock de capital
per capita a los niveles de las economias lideres. Sin embargo, continta el autor, €l atraso
econdmico se cimienta sobre una ‘fisiologia socioecondémica’, es decir, sobre formas
especificas de relacion entre economia, sociedad y politica, por lo cual € proceso de
desarrollo no puede depender exclusivamente de factores de econdmicos y tecnoldgicos
(Pipitone 1994:254).

EL ENFOQUE DE SERIES DE TIEMPO

Cronolégicamente, las pruebas de convergencia empezaron empleando una metodologia de
corte transversal, la cual permite realizar pruebas de convergencia absoluta entre paises o
regiones, como también pruebas de convergencia g y o . Posteriormente se utilizo el

método de datos de panel para realizar pruebas de convergencia condicional. Finalmente, el
método de series de tiempo ha sido empleado para probar la convergencia dentro de una
economia y entre paises. Segun Solow (1970) el modelo neoclasico se enfoca en la
convergencia de una economia hacia su nivel de estado estacionario y no de convergencia
entre paises. Por lo tanto, de esta perspectiva, la forma de probar que una economia se
acerca a su nivel de estado estacionario requiere de un enfoque temporal (Islam 2003:332).

Dentro de un pais, la prueba de convergencia consiste en un test de raiz unitaria del
siguiente modelo:

th :ﬂo +(1+ﬂl)|nyt—l_ﬂlgt+ut

Es decir, la existencia de convergencia implica que el término 1+ [, sea menor que 1, es
decir, que g, <O0.

Las pruebas de convergencia entre paises también pueden desarrollarse utilizando series de
tiempo. Esta prueba de hipotesis sefiala que dos economias, i y j, convergen, si sus niveles

de producto per capita Yir y yj’t) satisfacen la siguiente ecuacion:
L'ﬂl E(yi,t+k — Ytk /Qt): 0

Donde Qt es el conjunto de informacidon disponible en el periodo t. Es decir, si solo
existieran dos economias, i y j, la prueba de hipdtesis consiste en analizar si los niveles de

producto de estas economias tienden a acercarse a lo largo del tiempo. Sin embargo, cuando
se trata de probar convergencia entre mas de dos paises, se necesita un valor de referencia
con respecto al cual comparar el acercamiento de los niveles de producto de los otros paises.

Por lo general, esta referencia es el nivel de producto de la economia lider, pero también
puede emplearse como referencia el nivel de producto promedio de la muestra. Asimismo,
este enfoque permite realizar pruebas de hipétesis de convergencia absoluta (cuando el
pardmetro a es igual a uno) y condicional (con a = 1) (Islam 2003:316).
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Estatica comparativa y politicas segun el modelo de Solow

Losnivelesde k e y en el steady state dependen de los parametros. Si s es mayor, o si la
tasa n es menor, la relacion k en e estado estacionario seria mayor. Pero la tasa de
crecimiento del producto per capita volveria a ser cero una vez alcanzado € nuevo estado
estacionario. De este modo, las variables exdgenas que afectan €l crecimiento y € nivel de
producto per cipita de la economiay su tasa de crecimiento son principa mente:

e Aumento dd ahorro
e Control del crecimiento de lafuerzalaboral
e Progreso técnico

KEYNESIANOSVS. NEOCLASICOS

El debate entre keynesianos y neoclasicos gira en torno a la estabilidad del crecimiento con
pleno empleo. Como acabamos de ver, los keynesianos sostienen que es poco probable que
la tasa natural y la tasa garantizada coincidan con la tasa efectiva de crecimiento. Por otro
lado, los neoclasicos sostienen que dicha conclusién se deriva sélo bajo el supuesto de que la
relaciéon capital producto esta fija. Al incluir la posibilidad de la sustitucién entre factores, este
ratio se hace variable. De este modo, bajo el supuesto de proporciones variables y retornos
constantes a escala, los neoclasicos sefialan que la tasa efectiva de crecimiento tendera, en el
largo plazo, a la tasa garantizada y a la tasa natural.

Por lo tanto la pregunta es si debe asumirse sustituciéon entre factores o no. Al respecto, Sato
(1964:380) sostiene que las conclusiones que se desprenden del modelo de crecimiento
neoclasico dependen fuertemente de qué tan rapido se lleve a cabo el ajuste de la tasa de
crecimiento a la tasa natural; en otras palabras, depende de la velocidad a la que se lleva a
cabo el proceso de sustitucion de factores. De este modo, si el proceso de ajuste es lento o
se da a una baja tasa de sustitucién entre factores, la relacidon entre el capital y el trabajo
puede ser considerada como fija en términos practicos.

El autor calcula la velocidad del proceso de ajuste de un equilibrio a otro bajo los supuestos
de los modelos neocléasicos. En teoria, en el largo plazo, cuando t tiende a infinito, el ajuste
se concreta totalmente. Sin embargo, para consideraciones practicas, el autor encontré que a
una economia desarrollada le tomaria aproximadamente cien afios lograr un avance de 90%
en el proceso de ajuste de su tasa de crecimiento efectiva hacia la tasa de crecimiento
natural. Por lo tanto, si el sistema se desvia de la tasa natural de crecimiento, le tomara al
menos un siglo alcanzar la senda de crecimiento con pleno empleo. Asimismo, el autor
encontré6 que elevados valores de la tasa de ahorro de la economia, altas tasas de
crecimiento del progreso técnico y bajas tasas de crecimiento de la poblacién contribuyen a
disminuir la duraciéon del periodo de ajuste.

En suma, Sato (1964:387) concluye que, si bien el modelo neoclasico asegura que la tasa de
crecimiento tendera a la tasa natural en el largo plazo, el proceso de ajuste requiere de un
periodo largo para concretarse. Por lo tanto, dado que la velocidad a la que se lleva a cabo el
proceso de sustitucion de factores es reducida, suponer que los factores se encuentran
practicamente fijos no resulta muy descabellado.

Es claro que las politicas para favorecer € crecimiento deben orientarse a aumentar la tasa
de ahorro e incentivar el cambio técnico, mediante politicas educativas, tecnoldgicas, etc.
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Sin embargo, € incremento del ahorro, si bien aumenta la intensidad de capital y € nivel
del producto per cpita, no aumenta la tasa de crecimiento de largo plazo del PBI. Por lo
tanto, los efectos del aumento de la tasa de ahorro son solo transitorios. Esta afirmacion es
conocida como la paradoja neoclasica. Esta es una de las principales diferencias entre €
modelo de Solow y los modelos Harrod- Domar, pues en ellos la tasa de ahorro si resulta
relevante parala determinacion de latasa de crecimiento de largo plazo.

Por otro lado, cuanto menor es la tasa de crecimiento de la fuerza laboral, mayor es e nivel
producto per cépita. Por €llo, los neoclésicos sostienen que es importante aplicar politicas
de planificacion familiar, sobre todo en paises con atas tasas de natalidad. Finalmente, un
mayor progreso técnico aumenta la tasa de crecimiento del producto y hace crecer el
producto per capita. Por o que debe incentivarse la promocion del cambio técnico, variable
gue es exégena a model o de crecimiento neoclasi co.

La debilidad principal del modelo de Solow es que considera a la tasa de ahorro como un
pardmetro exdgenamente determinado, lo cual claramente carece de fundamentos
microecondmicos, pues un agente racional deberia optimizar su utilidad para obtener una
regla optimade consumo y derivar residualmente el nivel de ahorro.

Modelo de dos sectores

En los primeros afios de la década de los sesenta Hirofumi Uzawa publico su trabgjo On a
two sector model of economic growth I, Il (1961,1963). En éste, se exponia un modelo
pequefio walrasiano, en € que existen dos sectores. un sector produce un unico bien de
consumo homogeéneo, mientras que €l otro sector produce un bien de capital homogeéneo.
Ambos sectores presentan factores de produccion, capital y trabgjo, homogéneos y
funciones de produccion bien comportadas, es decir, con rendimientos marginales positivos
decrecientes y que cumplen las condiciones de Inada.

En e equilibrio, los precios de los bienes de capital, Pm, y de los bienes de consumo, Pc,
junto con un salario, w, y un precio por los servicios del capital, r, aseguran que todo €
capital y trabajo disponibles se asignan a uno u otro sector. Es decir, existe & pleno empleo.
Ademas, cada sector paga a sus factores € valor de sus productos marginales, cumpliendo
asi con la condicion de maximizacion de beneficios. El equilibrio, en € cual € ahorro es
igual alainversion, existey es unico. Asimismo, el modelo es estable.

El Sector M produce bienes paralainversion, mientras que el Sector C produce bienes para
el consumo. La produccion de cada sector se expresa de la siguiente forma:

lLa Y,=F, (K, L,) Funcion de produccion Sector M
(Lb) Y, =F(K,L,) Funcién de produccion Sector C

Debe notarse ademas que la produccion de bienes de capital sera igual a la Inversion,
mientras que e Consumo de la economia viene dado por la produccion total de bienes de
CONSuMo.
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2 K+K=F(K,L) Inversion Bruta
3 C=F. (K., L,) Consumo

De este modo, €l equilibrio macroeconémico establece que & producto agregado esigual al
Consumo y lalnversion:

4) Y=C+I Ecuacién de equilibrio macroeconémico

Existe libre movilidad de factores entre sectores, sin costos. Asimismo, € capital es
maleable en el sentido de que puede utilizarse en cualquier relacion capital-trabgo.

(5.8) K=K, +K,
(5.b) L=L,+L,

Las funciones de produccion de ambos sectores pueden ser expresados en términos per
cdpita. Para simplificar la notacion, se omiten los subindices de las funciones de
produccion. No obstante, e que las funciones no tengan subindices, no significa que las
tecnologias sean idénticas.

6.8 vy, ="fk,) Funcién de produccion per capita Sector M
6.b) y, = f(k,) Funcién de produccion per capita Sector C

Se asume que la fuerza laboral, L, crece alatasa exdgena n. Se supone también que la
oferta de trabajo es inelastica a salario real, es decir, no es afectada por este. El modelo
supone que e stock de capital se deprecia a una tasa constante &, independientemente de
su empleo en cuaquier sector. Asimismo, asumiendo competencia perfecta, € equilibrio
implica que los factores en ambos sectores son pagados de acuerdo con los valores de sus
productos marginales. Adicionalmente, se establece que los precios nominales de los
factores son iguales en ambos sectores.

@ w=p,; w-pZ
oL, oL,
@ r,=PR, O ; r.=P, o,
oK oK

Donde w, y r, son el saario nomina y latasa de retorno nominal, respectivamente. La
relacion salario-beneficio en cada sector seraigual a:
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oY,
w " oL L, . .
(9.9 r—” = 8Ym Relaciéon salario-beneficio en € Sector M
n P m
" oK,
oY,
W, ‘oL, - . .
9b) —L= aYC Relacion salario-beneficio en el Sector C
r
n P ¢
oK

Los precios de los bienes se eliminan. Asi larelacion w/r en cada sector viene dada por la
relacion entre los productos marginales fisicos del trabajo y del capital.

Como se cumple el Teoremade Euler, en cadaindustria el salario debe ser igua a
(108 w,=Py. -k P f'(k.) Salario en e Sector M

(10.b) w, =Py, -k P.f'(k.) Salario en el Sector C

En consecuencia, larelacion salario-beneficio seraigua a

W, _ I:)mym _kam f l(km)

o P.fk,)

n

w, Py —k.P.f'(k.)

r P.f'(k.)

Puede simplificarse de |a siguiente manera:

11a) Y- Im
rﬂ

CY
a1b) YooYy
oo k)

Se supone que todos los beneficios son ahorrados y todos los salarios son consumidos, es
decir, la propension a ahorrar de los capitalistas esigual aly lapropension a ahorrar de los
trabgjadores esigua a cero. Por |o tanto:

(12) w,L=PRY, Salarios Totales= Produccion total de bienes de consumo

(13) rK=P.)Y, Beneficios Totales= Produccion total de bienes de capital
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Esta es la ecuacion de la igualdad ahorro-inversion, pues los beneficios constituyen el
ahorro de la economiay la produccién de bienes de capital eslainversion.

De las ecuaciones de inversiéon bruta y de beneficios totales, se puede obtener |a tasa de
crecimiento del stock de capital:

K=I-K=Y,-&K Inversion Neta
LK _ I Inversion Bruta
P
Puestoque: | =Y, = " K

P

Por lo tanto, latasa de crecimiento de K sera

K r
14) S="_§
(14) ”

m

K '
(15 - -=T1'k,)-0

El producto margina del capital en el sector de la produccion de bienes de inversion es:

oF
16) r = ™ =np, f'(k
(16) 1, =p, K. P f(ky)
Entonces: oF, =f'(k,)= i
oK, 0

La produccion del sector de maquinaria se utiliza para producir incrementos netos en €l
stock de capital y para reemplazar las méagquinas que se han depreciado durante € periodo
de produccion.

La ecuacion (15) se reemplaza en la ecuacion de la tasa de crecimiento de la intensidad de
capital representada en la siguiente expresion:

—|r.

k_K_
kK K

De este modo se obtiene la ecuacion fundamental del model o de dos sectores:
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(17) Ez f'(k,)—(0+n)

Donde n eslatasa de crecimiento de lafuerzalaboral total L/L . De este modo, latasa de
crecimiento del capital per capita es la diferencia del producto marginal del capital del
sector de maquinaria, neta de depreciacion, respecto de la tasa de crecimiento de la fuerza
laboral.

La tasa de crecimiento de la relacion capital trabajo (intensidad de capital), k , eslatasa a
laque crece e capital per cipitadel conjunto de laeconomia. Larelacion K /L total esuna
media ponderada de | as rel aciones capital trabajo de cada sector.

La ecuacién fundamental del modelo se puede escribir también asi:

k_ oy,

k oK

—(6+n)

m

Cuando la economia esta en su tasa de crecimiento balanceada, la relacion capital trabajo
esta constante, esdecir, k no varia. En consecuencia:

oY,
oK

=0+n

m

Esto ocurre cuando € producto marginal del capital en € sector productor de méaquinas o
de capital seiguala ala suma de las tasas constantes de depreciacion y de crecimiento de la
fuerzalaboral.

El Gréfico 2.7 ilustra e equilibrio en e modelo de dos sectores. El punto E corresponde al
estado estacionario en e sector productor de maquinarias. El punto D es e que
corresponde al estado estacionario del sector productor de bienes de consumo. Entonces, en

E,la f'(k,)esigua a n+5. Asimismo, la relacion capital trabajo de equilibrio en el
sector de maquinaria (k) es igua a segmento OB = FE, mientras que en e sector de
bienes de consumo, la relacion capital trabajo de equilibrio (k) es igual a segmento
OC=GD.
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Gréafico 2.7
Modelo de dos sectores
y f(k,)
E 1
T 2. fk,)
G |- ~A/A---_ b oo
! o+n
B, | C K
A O KKk

Por lo tanto, si queremos hallar la remuneracion real del capital en € sector de maquinarias,

esdecir, e producto marginal de k., tenemos:

I af! =N+0
P oK

m

Sabemos que e producto marginal de k. en el gréfico es igua a la tangente del angulo

formado por larecta AE y € eje de abscisas, angulo EAB . Por lotanto, f'(k’)esigua a

.. EB
f'k ==
(kn) =

Sin embargo, dado que este angulo, es igua a angulo FEH, pues se trata de angulos

alternos internos (notese que e segmento FE es paralelo a g e de abscisas). Por |o tanto,

EB

(k) =—

FE
FE

Deestemodo, r. =P

n m

Al
mij m

Asimismo, |os beneficios en € sector M seran:

rk = Pmkmiz PmFEiz PmMHF
FE FE
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PARA EL ANALISISDEL GRAFICO

La derivada de una funcidon en un punto es igual a pendiente de la recta tangente a la funcion
en ese punto. Por lo tanto, el producto marginal de k_ en el sector de maquinaria es igual a

la pendiente de la recta tangente a f(_) en el punto k[*n. Recordemos que para hallar la

tangente, se aplica la siguiente formula.

Tangente del angulo & :

Cateto Opuesto

Tan(a) =—————
(@) Cateto Adyacente

Cateto
opuesto

Tan(e) = % a
oz

Cateto
adyacente

Por otro lado, resulta util recordar las propiedades geométricas de los angulos. Si tenemos
dos rectas paralelas cortadas por una recta secante, los angulos que se encuentren por
encima y debajo de las rectas, a lados alternos de la secante son denominados angulos
alternos externos y son iguales. Los angulos que se encuentran entre las paralelas a lados
alternos de la secante son llamados angulos alternos internos y también son iguales.
Asimismo, los angulos opuestos por el vértice son aquellos formados por la proyeccion de los
segmentos que forman el angulo hacia el lado opuesto.

Angulos alternos externos:

\a ay o —> a=0
ﬁ Angulos alternos internos:
\7 Byy —»>  pB=y
0 >/ Angulos opuestos por el vértice:
ay - a=p

El producto per capita en e sector de maquinarias es PmO_F; por lo tanto, el salario se
obtiene restando a este producto |los beneficios obtenidos en & sector.

w, =P OF —P, FH
w, =P, (OF —FH) =P, OH

Se puede mostrar facilmente que el segmento OA esigual alarelacion w, /r, .
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Como w, =PmOH y r, = Pm%:i, entonces:

Podemos aplicar e mismo procedimiento para identificar la distribucion del ingreso en €
sector de bienes de consumo. Recuérdese que € crecimiento es balanceado y hay

competencia perfecta.

r :P£=PO=J

c

" f0oC OA

Por su parte, €l salario en e sector de bienes de consumo y larelacién salario-beneficio
serén:

e
glel

Wn

r

n

_ROJ _Ga
P.0J
OA

La relacion salario-beneficio rea es la misma para ambos sectores como resultado de la
competencia. Podemos hallar ademas la proporcion de la fuerza laboral empleada en €
sector de bienes de consumo. Dado que todos los salarios se gastan en bienes de consumo,
los salarios totales de la economia deben ser iguales al producto del sector consumo.

w,L=PL.OG
w,L, =PL.OJ

w,L, PLOJ
w,L PL.OG
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L_9

L OG

Por otro lado, la relacion capita trabgo total es un promedio ponderado de las
participaciones del trabajo de cada sector en € trabgjo total.

m m C C

K,+K, K,L, KL

K
L

Para Uzawa (1961,1963), la estabilidad exige que la relacion capital-trabajo del sector C
sea mayor que la relacion capital-trabgjo del sector M. Si la relacion capital-trabgjo en e
sector de bienes de consumo es mayor que la relacion capital trabajo del sector de
maquinarias, existe el equilibrio y es estable.

k >k

c m

C

Noétese ademésque k; > k™ >k y k’ :L—Lmk;1 +[1—L—L“Jk* :

La ecuacion fundamental nos indica cuando crece o decrece larelacion capital trabgjo total:

e S f'(k,)>n+0o - E>O Larelacion capital trabgjo total aumenta

e S f'k,)<n+9o - E< 0 Larelacion capital trabgjo total disminuye.

Para que haya estabilidad, ambos lados de la ecuacién deben tender a cero, es decir, a una
relacion capita trabgjo constante.

e S k esta creciendo, entonces f'(k,) debe disminuir. Esto significa que k, debe
aumentar hasta que su productividad marginal seiguaealaconstante n+ 6.

e S k esta disminuyendo, entonces f'(k,) debe aumentar. Esto significa que k, debe
disminuir hasta que su productividad marginal seiguale alaconstante n+ 6.

El modelo es estable porque k y k, varian en la misma direccion. Si larelacion w, /r,
aumenta, las relaciones k,, y k. de ambos sectores aumentan, pues a disminuir € precio

del factor capital en relacion al factor trabajo, aumentara la demanda por capital en ambos
sectores debido a que resulta mas rentable sustituir un factor més costoso (trabajo) por un
factor relativamente mas barato (capital). Otra forma de explicar esto es recordar que la
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demanda del factor de produccién depende directamente de su precio, por lo tanto, cuando
disminuye el precio del capital aumentara la cantidad demandada de capital. Como una

relacion capital trabajo mayor es acompafiada de una w, /r, mayor, el modelo es estable,
Pero faltaexplicar por qué k. >k, .

De las ecuaciones de salario total y beneficio total, se obtiene:

w,L=PY, ; rkK=PY,
rkK PY, K wPY,
= — —> —
w,L PY, L r.P.Y,
Grafico 2.8

Modelo de dos sectores

=

fF'ky)

o+n

Un incremento de w, /r, debe elevar P, /P., s k.>k,,. Como w/r esla misma para

ambos sectores, bajo condiciones de competencia perfecta y rendimientos constantes a
escala, un incremento de la relacion salario tasa de beneficio (w, /r,), genera un aumento

de los precios relativos P, /P, . Es decir, € precio de los bienes de capital aumentara en
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relacion a precio de los bienes de consumo, pues, por ser una industria mas intensiva en
trabgjo, e sector de maguinarias debe pagar una mayor proporcion de su producto en
salarios. En otras palabras, un incremento de w, /r, aumenta P, /P,, porque los salarios

son una parte méas importante de los costos unitarios en e sector de maquinaria que en €
sector de bienes de consumo.

Cuando w, /r, y P, /P, aumentan, larelacion k (y k,) aumentan, siempre que Y, /Y. no
disminuya de forma tal que deje inalterado k. S Y, /Y, disminuye, la produccion del

sector de bienes de consumo aumenta en relacion a la produccion del sector de
maguinarias.

Por lo tanto, si € sector de bienes de consumo es siempre més intensivo en capital que €
sector de maquinarias, k debe variar en la misma direccion que larelacion w./r, yenla
misma direccion que k. En conclusion, la solucion del modelo es estable cuando e sector
de bienes de consumo se encuentra mas mecanizado que e de bienes de capital.

Para € conjunto de la economia, s w, /r, aumenta, k aumenta; sin embargo, s w,/r,
sigue aumentando, k aumentard cada vez menos, por la forma céncava de la relacion
capital trabajo en funcion del ratio w, /r, que se muestra en el panel superior del Gréafico

2.8. Asimismo, a medida que k aumenta, su productividad marginal disminuye. De la
ecuacion fundamental de Uzawa sabemos que:

f'(k )=n+5

Al respecto, Solow sefida que: «la condicion crucia que establece que € sector de
CONSUMO Ssea Mas intensivo en capital es una condicion suficiente para la estabilidad de este
modelo, pero no necesaria» (1961: 50). Para probar esto, Solow (1961) plantea una funcién
de produccion Cobb-Douglas en cada sector:

Sector de maquinaria Sector de bienesde consumo
F, =K LG F =KL
F (K )= K L (k)= a ke L
r L) r LY ™"
F’(Km):_n:am(_mJ F,(Kc):_n:ac[_cj
pm Km pC KC
L an Kam K (1_am) L ba Kac K (1_ac)
=0 Py . S I =a P —= v
Km Km KC KC

52



Félix Jiménez/ Crecimiento Econémico: Enfoques y Modelos

rn Km = am mem rn KC = aC pCYC

rnKm + rKC = am mem +ac pCYC
(K, +K)=a,p,Yn + o p.Y,
rn K = am mem + ac pCYC

Como ya se mencioné gque €l valor del capital debe ser igual al valor del producto del sector
de bienes de capital:

rn K = mem
Entonces:

PnYm =y PpYn + . PY,

(1_ am) mem =, chc

a
vy =% py
PmY¥m (1_05m) P Y
PoVm _
chc (1_am)

También se especificO anteriormente que los beneficios se invierten mientras que los
salarios se gastan en bienes de consumo, por |o tanto:

mem _ r-nK
pCYC WHL
r,K o
wL 1-«

Dado que tanto «,, como ¢, son constantes, € ratio del lado derecho es constante. Por |o
tanto, ante un incremento de w, /r,, k aumenta Por lo tanto, Solow concluye que:
«cuando r, /w, cae (k, aumenta), K/L debe aumentar. Nuevamente, k. y k se mueven

en la misma direccién y e modelo es estable, independientemente de que sector es més
intensivo en capital (sinimportar S «,, seamenor 0 mayor que ¢, )». (1961: 50).
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Podemos demostrar que los coeficientes «,, Yy «, representan €l grado de intensidad de uso
de factores. Por €l teoremade Euler, en términos per cpita, tenemos.

Sector de maquinaria Sector de bienesde consumo
P.V, =K, +W, Py, =rk.+w,
P = P R = Ry
P.Yn =a,P. Y, +W, Py. =a.P.y, +Ww,
w, =(1-a,)R,Y, w, =(1-a,)R.y.

Donde r y wson latasa de retorno a capital real y el salario real. Los coeficientes de la
funcion de produccion Cobb-Douglas «, y «, representan la participacion de la

remuneracion del factor capital en el sector de maguinarias y de consumo, respectivamente.

r kK, r k.
oy, =—— , a, =——
Pm ym PC yC

Dado que & salario nominal es el mismo en ambos sectores tenemos:

Wn :(1_am)Pmym = (1_ac)Pcyc

I:)m Ym _ (1_ ac)
Pc Y. (1_ am)

Como se menciond, «,, ¥ a, son constantes, por |o tanto, € ratio del valor del producto en

el sector de maguinaria sobre € valor del producto en e sector de consumo también es
constante. Dependiendo del valor nomina del producto de cada sector tenemos tres
escenarios:

a) S P,y,=P.y,.,entonces o, =,

(1_ ac) = (1_ am)

-, =y

b) S P,y,>P.y,,entonces o, <,

(1_ ac) > (1_ am)
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-a, >—a,

o, <a,
C) S P.y.,<Py,,entonces o, > a,

(1_ ac) < (1_ am)
—a, <-a,

a.>a,
En el segundo caso, cuando P, y,, > P,y., también se cumple que:

P.y,=rk,+w,>Py =rk, +w,

m
rK,+w, >rk, +w,

k >k

m c

Por lo tanto, «, < «,, €s equivalente a k,, >k, . Es decir, € sector de maquinaria es mas

intensivo en e uso del factor capital en relacion a sector de bienes de consumo. De este
modo, una subida en € precio relativo del factor capital representa un mayor costo para e
sector de maquinarias, pues el capital representa una mayor parte en e costo de produccion
en relacion al salario. Por ende, este incremento de los costos se traduce en un incremento

del precio de los bienes del sector de maquinaria (P, ) en relacion al precio de los bienes
del sector consumo (P,).

k,>k.=a, <a,
Del mismo modo, en €l tercer caso, cuando P, y,, <P.y., tenemos:

P.Y,=rK,+w <Py . =rk +w,

m
rk,+w, <rk,+w,

k <k

m c

Por lo tanto, «, >«,, es equivalente a k,, <k.. Es decir, € sector de consumo es méas

intensivo en el uso del factor capital en relacion a sector de maguinarias. De esta manera,
una subida en €l precio relativo del factor capital representa un mayor costo para el sector
de consumo. Asimismo, este incremento de los costos se traduce en un incremento del
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precio de los bienes de consumo (P,) en relacion a precio de los bienes de maquinarias

(Fn)-
k, <k.=a,>a,

De este modo, la relacion entre los coeficientes del factor capital de la funcion de
produccion de cada sector, «,, Y «, (l0s cuales representan las participaciones del ingreso

del capital en € ingreso total de cada sector), reflggan también la relacion entre las
magnitudes del grado de intensidad en el uso del factor capital de cada sector, k., y k..

Finalmente, Solow sefiala que los resultados del modelo, y su particular condicion de
estabilidad, dependen fuertemente del supuesto de que los salarios se gastan totalmente en
bienes de consumo y los beneficios se invierten. Sin embargo, este supuesto no es muy
consecuente con la realidad. De hecho, €l ahorro es una fraccion del ingreso agregado de la
economia. Si se incluyera esta observacion en e modelo de Uzawa, contintia Solow (1961),
se obtendria resultados parecidos a modelo de un solo de sector y no podria garantizarse la
estabilidad del modelo.

. MODELOS NEOCLASICO CON OPTIMIZACION DEL CONSUMO

Hasta ahora hemos abordado modelos en los cuales la tasa de ahorro como un parametro
gue se determina de manera exégena. No obstante, las decisiones de ahorro de las familias
estan estrechamente vinculadas con las decisiones intertemporales de consumo. Pasamos
ahora a presentar 10os model os con optimizacion del consumo: |os modelos de Ramsey, Cass
y Koopmans 'y e modelo de Generaciones de Diamond.

Modelo neoclasico de crecimiento de Ramsey-Cass-Koopmans

Este modelo neoclésico se diferencia del modelo de Solow a obtener la trayectoria del
consumo de la familia a partir de fundamentos microeconémicos, mediante la solucién del
problema de maximizacion intertemporal. De este modo, la tasa de ahorro no es
simplemente un porcentgje fijo de la produccion, sino un resultado endogeno de las
decisiones de los consumidores que e model o toma en cuenta.

El modelo parte de |os siguientes supuestos:
e Los agentes consumidores viven infinitamente y son “idénticos’, pues tienen la misma
funcion de utilidad, la cua se considera bien comportada (presenta utilidades

marginales decrecientes y cumple con las condiciones de Inada).

e La utilidad agregada de la sociedad en un instante determinado es igual a u(c)L(t),
dondeL eslapoblacidn, igual alafuerzalaboral que crece aunatasaexogena n.
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e Los agentes consumidores son propietarias de las empresas y perciben sus beneficios.
Ademés, dividen su ingreso entre consumo y ahorro.

e Los mercados son perfectos, por 1o que la solucién de asignacion de recursos de
manera descentralizada es igual ala solucion obtenida por e planificador central.

e La economia produce un solo bien, con una funcién de produccion neoclasica bien
comportada y bajo competencia perfecta. La economia es cerrada.

e Se asume una tasa de depreciacion del capital igual a 5y un factor de descuento
intertempora £ que permite expresar la utilidad en valor presente.

e El factor de descuento es mayor que la tasa de crecimiento de la fuerza laboral:
p—-n>0

Parala optimizacion de latrayectoria del consumo, el modelo supone una funcién objetivo,
que es € indice de bienestar socia intertemporal de la sociedad, equivalente a indice
intertemporal de bienes dd individuo representativo multiplicado por € numero de
individuos. Este indice se obtiene mediante la suma actualizada (por la tasa de descuento
intertempora a lo largo del horizonte infinito) del bienestar en cada periodo. En tiempo
continuo, esta funcién debe expresarse como unaintegral:

(1) V= Te‘”‘u[c(t)]Ltdt

t=0

Donde c, es el consumo per cépita en el periodo t, y u(c,) es la funcién de utilidad
individual. Cuanto mayor es la tasa de descuento, se prefiere consumo presente

(corriente) y disminuyen las posibilidades de consumo futuro. Noétese que la utilidad que
proporciona el consumo en el tiempo t, descontada a t =0, es decir, e valor presente de

dicha utilidad, esta representada por: u(c(t))e ”'.
El problema del planificador social o economia centralizada
El objetivo sera el de maximizar el bienestar intertemporal de la sociedad, considerando las

restricciones de la técnica, las dotaciones iniciales, y la solucion final en un horizonte
infinito. El problema se puede expresar como sigue:

(2) Max V= Te‘(ﬁ‘”)tu[c(t)}jt

sa. y(t)=c(t)+i(t)

Ko >0, L,>0

57



Félix Jiménez/ Crecimiento Econémico: Enfoques y Modelos

Donde ¢ es & consumo per cépita, i es la inversion bruta per cdpita, y= f(k)es la
produccion per capita. Asimismo, la fuerza laboral, que es igual a la poblacion, crece a la
tasa n . Por lo tanto, la dindmica demogréfica se describe como:

L, =Le™,conL,=1 - L =e"
De laidentidad del producto y dividiendo por K :
Y=C+I

Y =cL+K +K

K Y
3 —=—-¢c—-§
()KK

L

K

Reescribiendo en términos per capita:
k vy ¢

4 =L 2 _(n+s

(4) Tk (n+6)

Dado que @ ingreso esta determinado por la funcion de produccion:

(5) E:W—(nm

6) k=[f(k)-c]-k(n+8)=sf(k)—k(n+5)

Ahora se puede solucionar el problema mediante el método de Control Optimo:

(7) Max V = Te(””)‘u[c(t)] dt

® % k =sf (k)—k(n+5)
k(t=0) =k,
La variable de control es € consumo(c), porque esta sujeta a la decision del agente que

enfrenta e problema de optimizacion intertemporal. Su nivel en cuaquier momento del
tiempo puede ser elegido. El consumo no puede ser superior a producto, pues la economia
cerradano lo permite.
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La variable de estado es € stock de capital (k), ya que tiene una ley de movimiento y su

nivel en cualquier momento del tiempo es € resultado de las decisiones tomadas sobre la
variable de control.

Se plantea el Hamiltoniano en valor presente:
9 H=e"uct)]+V[f(k)—c—(n+5)k]

L as condiciones de primer orden serian:

(10) M _ e My'(c)-v=0
18]
c

H e
(11):§z-=-—v-v[f (k) —(n+06)]
(12) limky, =0

Lavariable v esllamada variable de co-estado, y se interpreta como el precio sombra de la
variable de estado expresado en valor presente.

Operando la primera condicion, tenemos:
(13) e "My’ (c) =v

Esta ecuacion nos dice que en cada instante del tiempo, € precio sombra del capital debe
ser igua a la utilidad marginal del consumo en valor presente. Si € precio sombra es
menor, el valor marginal del capital seriainferior al del consumo, de modo que € bienestar
aumentaria s se incrementa e consumo, es decir, si se reduce la inversion. EI mayor
consumo disminuiria el valor de su utilidad marginal hasta hacerlaigual a precio sombra.
Ocurre lo contrario si el precio sombra es mayor que la utilidad marginal del consumo. La
Unica situacion de equilibrio admisible es la igualdad del precio sombra con la utilidad
margina del consumo.

Por ultimo, latercera ecuacion esla Condicion de Transversalidad. A medida que lafamilia
representativa se acerca a periodo Terminal, el valor del capital sera cero (sea porque €
capital ha desaparecido o porque su valor es cero) tan pronto se llegue a horizonte
temporal respecto a cua se esta planificando. Seria ineficiente llegar a final con un valor
de stock distinto de cero.

Las condiciones de primer orden, ecuaciones (10) y (11) se pueden reformular de la
siguiente manera:

(14) u'(c) =ve¥ ™
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(15) —% =f'(k)-(n+9)

Tomando logaritmos a la ecuacion (14), derivando con respecto a tiempo y multiplicando y
dividiendo el primer miembro de la ecuacion por ¢, se obtiene:

Inu'(c)=Inv+ (B —-n)t

u (c)c’_x’ B
c=or (B

u'(c) c

(16) ¢

Combinando esta Ultimarelacion con o hallado previamente, tenemos:

¢ f'(k)-(B+9)
T

u'(c)

—C

Esta es la Ilamada Ecuacion de Euler. Esta ecuacion nos dice que para que e consumidor
decida aceptar Optimamente una senda de consumo creciente, se le debe recompensar con
un producto marginal superior.

La ecuacion de Euler también puede ser hallada de |a siguiente manera:
Max [ufc(®)]dt=Max [u[f (k)—K(n+5)k]dt

La Ecuacion de Euler sera

Resolviendo se obtiene:

u[f'(k)—(n+8)]+u"¢e=0

du, '
Donde u, :3—u$:U(—1) y %:—%—uﬁz—u”c
c c
¢ u'(c) .
S| 2R K)-(n+ S
- L.u..(c)}[ (k)= (n+05)]

De esta Ultimarelacion se desprende el siguiente concepto:
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u"(c)
u'(c)

eg(c)=-c

El coeficiente de aversion relativa al riesgo (o Elasticidad de la Utilidad Marginal con
respecto al Consumo) indica la sensibilidad de la utilidad marginal ante cambios en €l nivel
de consumo. Como en e numerador se encuentra la segunda derivada de la funcion de
utilidad, la elasticidad mide el grado de concavidad de lafuncién de utilidad. Cuanto mayor
sea la elasticidad, mayor serala curvaturade la funcion.

Las ecuaciones de movimiento del consumo, también denominada la regla de Keynes-
Ramsey de consumo optimo (17) y €l stock de capital (8), conforman un sistema de dos
ecuaciones diferenciales no lineales:

¢ f'(K)-p-o
c  &(c)

K=f(Kk)—c—k(n+5)

Si la productividad marginal del capital, neta de depreciacion, es superior a la tasa de
descuento, resulta conveniente destinar buena parte del producto a ahorro (o inversion),
con lo que € consumo serd mayor en e futuro que en e presente. Por lo tanto, la
trayectoriatemporal del consumo sera creciente.

Si la tasa de descuento es mayor que la productividad neta de depreciacion, la estrategia
Optima sera disminuir € ahorro (inversion) para incrementar e consumo presente con 1o
cual sera menor & consumo futuro. Por lo tanto, la trayectoria temporal del consumo sera
decreciente.

Finamente, mientras mayor sea la elasticidad &£(c), es decir, mientras mayor sea la
concavidad de la funcion de utilidad, la senda éptima del consumo sera més estable. Por
gemplo, s dicha dasticidad tiende ainfinito, la tasa de crecimiento del consumo tendera a
cero, y por tanto, el comportamiento del consumo serd casi constante. Si su valor tiende a
cero, latrayectoriadel consumo sera explosiva.

El problema del mercado descentralizado?
Al andlizar @ problema de manera descentralizada, debe considerarse las decisiones de los

consumidores, de las firmas productoras y la interaccion de estas en € equilibrio del
mercado.

2 JMENEZ, Fdix. Macroeconomia: Enfoques y Modelos Tomo 2, Ejercicios resueltos, Capitulo 11.3.2 ed. Lima:
Fondo Editorial de la Pontificia Universidad Catélicadel Perd. 2006, pp. 509-532.
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Comportamiento de los consumidores

El comportamiento de los consumidores esta dado por:

18)V =] u(c)Li)e "
Asumimos una funcién de utilidad del tipo:

¢t -1
1-6

(19) u(c(t))=

Esta funcion de utilidad cumple | as siguientes condiciones y propiedades:

e Lautilidad margina es mayor que cero:

' _(1_9)(:79 —c? c>
u(c(t))_Te)_c >0, Vc>0

e Utilidad margina decreciente:

u(ct)=—0c¢ <0 osg

e Cumple con las Condiciones de Inada:

. . 1 o1

afewr 2o el
Ademés:

Lim |u* (e(t))=-6¢ " | = —e0 Lim [~ 0¢ ) |=0

Podemos definir la elasticidad de sustitucién intertemporal como la inversa del grado de
aversion al riesgo:

Q= —ur(elt)e Grado de aversion a riesgo

u'(c(t))

Elasticidad de sustitucion intertemporal.
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Asimismo, lafuncién de crecimiento de lafuerzalabora es:

(20) L(t)=L(0)™, donde L(0)=1

La restriccion presupuestaria de 1os consumidores se presenta en la ecuacion (23), donde
Ces e consumo, X es la variacion en la tenencia de activos, equivaente a la inversion,
wL es € ingreso salarial y rX es e retorno por la tenencia de activos. La restriccion
expresa que los gastos en consumo e inversion deben ser iguales a los ingresos por la
tenencia de factores productivos.

(21) C+ X =wL +rX

De esta ecuacion se obtiene la restriccion presupuestaria intertemporal per capita de los
consumidores:

N—~—"
N—

C(t) X@) . L(t) X (t
m+w_w(t)—+r(t)m

(22) c+%:w+ rx

Sabemos que la variacion en latenencia de activos per capita, X, esigua a

dal X
L _XL—xL_i_né
dt L? L L

Por |o tanto, tenemos que:
X
—=X+nX
L

Reemplazando esta rel acion en la ecuacion (24), tenemos:
C+X+NX=W+rIX

De aqui se obtiene una expresion para la acumulacion de activos per capita, derivada de la
restriccion presupuestaria per capita.

(23) Xx=W+rx—c—nx
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El incremento de los activos per capita es igual a la diferencia de la retribucion a los
factores menos el consumo per capitay la dotacion de activos a la nueva poblacion que se
incorpora periodo tras periodo.

Por lo tanto, €l problema que se plantea el consumidor ser&:

= 0 -1 —Bt 4t
Maxjo{ o }L(O)e e
Sujeto a X=W+rx—(c+nx)

Es importante recordar que en esta formulacion € consumidor esta descontando € futuro a
latasa g . Laintegra representa, por lo tanto, €l valor presente de la utilidad acumulada a

lo largo del periodo.

De otro modo:

ct?’-1
L(o =(B-n)t
o

s |

Sujeto a X=W+rx—(c+nx)

Al igual gque en la solucion dd planificador central, para resolver este problema de

optimizacion se utiliza el método de control optimo. Para ello se plantea el Hamiltoniano en

valor corriente:

¢’ -1
1-6

Max ﬁ:{ }+m[w+rx—c—nx]

Donde H=He” ™' y m es e precio sombra de los activos de los consumidores
expresado en valor corriente.

Condiciones de maximizacion (CM):

H _,

CM1: =
oc

-m=0
c?=m=1el/™
Donde ¢’ eslautilidad marginal del consumo. Esta condicion indica que, en cadainstante

del tiempo, € precio sombra de los activos de los consumidores expresado en valor
corriente (m), debe ser igua ala utilidad marginal del consumo. Esta condicion implica
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gue hay una asignacion de recursos eficiente entre consumo y activos en todo e horizonte
de tiempo.

CM2: ﬁ:x
om

oH .
—=X=W+IX—-Cc—nXx
om

oHe™  oH .
= =X=W+IX—C—nX

ore?™ o2

La segunda condicion de Maximo expresa la ecuacion de movimiento de la variable de
estado. En este problema, la variable de estado es x, latenencia de activos per capita.

CM3: m:—ﬁ—H+m(ﬂ—n)
OX

h=—gm O m(3—n)
OX

La tercera condicion presenta la ecuacion de movimiento de la variable de co-estado, €l
precio sombra de los activos de los consumidores expresado en valor corriente (m).

Como el Hamiltoniano en «valor actual» esigua a:

¢’ -1
H= [W}e(ﬂ”” + A[w+rx—c—nx]

Entonces:

oH
—=A(r—n
o )

En consecuencia:
m=—-e”"A(r-n)+m(B-n)
Como m=Ae¥ ™' sederivaque:
m=Ae¥ " + 26¥"" (B —n)
De donde se obtiene:
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m=Ae” " ym(B-n)
Por |o tanto, igualando las dos ecuaciones anteriores:
Ae¥ M m(B—n)=—-eY " A(r—n)+m(B-n)
Simplificando:
At = eV (1 —)
A= —A(r—n)

Esta eslaregla de ahorro 6ptimo de Ramsey.

Para explicar ladinamica del crecimiento del consumo, debemos despegjar la variable de co-

estado y derivarla con respecto a tiempo.

DelaCM1 se obtiene que:
A=c e Pt
Diferenciando esta ecuacion con respecto a tiempo, obtenemos:
A=-ce"M(B-n)—0c e Ve

A=e g te—c’(B-n)]

Igualando esta ecuacién con A=-A(r-n), halamos la ecuacién del crecimiento del

consumo:
g (/mmt [(— 0c ) c—c?(B—n)|=—(r—n)c e F ™

(—Qc’g’l)c' —c?(B-n)=—(r-n)c™’
¢ c”’ 1
P (B- r){m} =(B- ")(_—Hj

¢ 1
o (r —ﬁ)(gj
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Notese que esta Ultima ecuacion y la ecuacion de movimiento de la variable de estado
(CM2), constituyen un sistema de ecuaciones diferencialesno lineal de ¢ y de x.

(24) Xx=W+rx—c—nx
_e(r—p L

@9 ¢=ctr-) 5|

CM4: [Lrg[x(t)/i(t)]zo

Finalmente, la cuarta condicion de maximo es conocida como la Condicion de
Transversalidad. Esta condicién sefidla que € valor de los activos de las familias, que es
igual a la cantidad x(t) multiplicada por su precio sombra en valor actual, debe

aproximarse a cero cuando el tiempo se aproxima a infinito. Este precio evoluciona en €
tiempo de acuerdo con laecuacién 1 =—(r —n)A . Integrando esta ecuacion, se obtiene:

(A)-n]da

At) = /I(O)e*ﬁ['
A(0) =c(0) ?e ™M@ = ¢(0)™?

A(t) = c(0) e O

Reemplazando o anterior en la Condicion de Transversalidad (CM4), tenemos:
I m{x(t)c(O)“geL[rwn]dﬂ ~0

Esta ecuacion debe cumplirse tanto si x(t) es positivo como si es negativo (0 cuando hay

endeudamiento). No hay endeudamiento a perpetuidad, ni familias que estén dispuestas a
acumular activos aunatasaigual o mayor que r.

Comportamiento de las firmas

El comportamiento de la firma estéd dado por:
(26) Y = AK“L* Funcién de produccion

La funcion de produccion cual cumple con las condiciones y propiedades de una funcion
neoclasica bien comportada.

e Productividades marginales de los factores positivas:
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oY _ aAK N >0 > 2—; =Pkt >0

Y _g-ayakere Yo goaake s 0
oL oL

¢ Productividades marginales de los factores decrecientes:

0%y oL 0%y Y
=—a(l-a)AK*?"* <0, 0 =—a(l-a)— <0
a(l-a) PE a( Ot)K2

K2

0%y o 0%y Y
=—a(l-a)AKL*"<0,0 —=—a(l-a)— <0
oL? ( ) oL? ( )LZ

e Condiciones de Inada:

lim aAk“™" = |imﬂ:oo,y lim %' —o
K—0 K-0 K Koo K

Ademas:

}I(i_rg) (—a(l—a)KYzj =—0,Y il_rHO (—a(l—a)KYz)=0

El problema a que se enfrenta la firma a decidir su nivel de produccion es la
maximizacion de sus beneficios. Los beneficios son la diferencia del producto menos €l
costo de los factores de produccion:

(27) B=Y -wL-rK—-0K Beneficios netos delafirmao empresa

Reemplazando lafuncion de produccion en los beneficios, tenemos:

B=AK“L"™ -wL-rK-&K

Expresamos el problema de la firma como la maximizacion de los beneficios en términos
per capita

Max B = L| Ak —w—rk - 5k|

Condiciones de maximizacion de beneficios dela firma (CPOF):

CPOF1: —=0
0
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Z—E:Ak“—w—rk—d(:o

Despgjamos w':

w = Ak* —Kk(r +0)

w= f(k)—kf (k)

W= AK* —KkaAk*™

w=(1l-a)AK”
Es decir:

oY

W=—=(1-a)Ak”
oL~

La primera condicién de optimizacién de la firma sefiala que €l salario real debe ser igua a
la productividad marginal del trabajo.

CPOF2: —=0
oK

O(AK “L** —wL —rK —&K)
oK

0

8—B:aAK“’1L1’“ —r-8=alhk“ —r-5=0
oK

B _ Ak =r+6
oK

La segunda condicion de optimizacion establece que la tasa de interés més la tasa de
depreciacion debe ser igual ala productividad marginal del capital.
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EL TEOREMA DE EULER

Como la funcion de produccidon es «bien comportada», segun el Teorema de Euler, el
producto se agota si los factores de produccion reciben como remuneraciéon su producto
marginal. A continuacion, presentamos una breve demostracion:

Y=AK“L** - Y=wL+rK=PMg(L)L+Pmg(K)K

Y = AKOL = (1o )AK® L+ [eAk“ K

Y AK L {(1—05);\(*5]“}“[ A(EJ}K

Y = AK“L" = A(E}a[(l— a)L+a(5)_lK:l
L L

e-ace <) {u_a)mqﬂ
L L\L

Y = AK“L" = AK“L"“[(1-a)+«a]

Factorizamos:

Y = AK“L"* = AK“LH

El equilibrio

En equilibrio, se puede establecer la nueva restriccion presupuestaria de la economia. La
tenencia de activos se divide en stock de capital y deuda tomada.

X (t) = K (t) + D(t)

Para la economia cerrada a nivel agregado, € total de los activos de los consumidores debe
ser igual al stock de capital de la economia en su conjunto porgue la deuda es cero (las
deudasy los créditos se anulan anivel agregado):

D(t)=0
X(t) = K(t)
Por consiguiente, en términos per cépita:

x(t) =k(),y x(t)=K()
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Por lo tanto, la Restriccion presupuestaria del consumidor establecida en la ecuacion (25),
puede expresarse como:

k=w+rk—c—nk
Reemplazando w de CPOF1.:
K =[Ak® —k(r+8)]+rk—c—nk
k= Ak® -k —c—nk
k=Ak* —c—(n+d)k
Asi, se obtiene larestriccion presupuestaria de la economia en términos per capita:
(28) k = f(k)—c—(n+5)k

Asimismo, podemos hallar la nueva ecuacion diferencial para el consumo. De la CPOF2 se
tiene que:

r=cAk** -5

Reemplazando este valor en la ecuacion de crecimiento del consumo (CM 3), obtenemos lo
siguiente:
29) & = okt~ 5 ﬂ][lj
C %
Reemplazando r = oAk“" — & enlacondicion de transversalidad:

!Lrpo{ k(t)/”t(O)exp[—J;(aAk“‘l _5- n)d/i} } -0

De este modo, se obtiene la nueva condicién de transversalidad. Esta ecuacion significa que
en el estado estacionario € producto marginal del capital por trabajador debe ser mayor que
o+n.

El estado estacionario

Este modelo presenta, en ambos tipos de soluciones, un sistema de dos ecuaciones
diferenciadles no lineales que describen la dindmica del stock de capital per capita y del
consumo per cdpita. Como vemos en e Cuadro 2.4, estas ecuaciones son equivalentes. La
diferencia radica en que las ecuaciones de la solucion del planificador central son generales
mientras que la solucién del mercado descentralizado asume ciertas formas funcionales para
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el comportamiento de los consumidores y los productores. Es decir, en las ecuaciones (28) y
(29) laformade las funciones de utilidad y produccién es conocida.

Cuadro 2.4

Sistema de ecuaciones diferenciales del modelo de Ramsey-Cass y
Koopmans

Solucioén del planificador central Solucién del mercado descentralizado

De la maximizaciéon de la funcion de | En el mercado descentralizado las familias
utilidad intertemporal del agente | maximizan su utilidad sujeta a su restriccion
representativo, sujeta a la restriccion | presupuestaria intertemporal y las firmas
presupuestaria intertemporal se obtuvo | maximizan sus beneficios sujetos a la
las ecuaciones (8) y (17): tecnologia de la funciéon de produccion. En el
equilibrio se unen ambas maximizaciones y
se obtienen las ecuaciones (28) y (29):

k=f(k)-c—k(n+35)
k = Ak“—c—k(n+5)
c_f®-p-o _
c &(c) %z[aAk‘”—cS—ﬂ][%j

Donde &(c)=6=—cu"(c)/u’(C). En ambos casos, llegamos al mismo sistema de

ecuaciones. Sin embargo, cabe resaltar, que si bien ambos resultados provienen de una
maximizacion intertemporal, las restricciones en cada caso son diferentes. Finalmente,
las ecuaciones presentadas difieren en que la forma funcional de las funciones de
utilidad y produccién que originaron las ecuaciones (28) y (29) es conocida.

En e estado estacionario, no hay variaciones en los niveles de capital ni consumo, por lo
tanto las ecuaciones diferencial es se convierten, en términos generales, en:

¢=0 - f'(k)=6+p
k=0 - f(k)-c—(n+d)k
Considerando las ecuaciones de |a solucion descentralizada, tenemos:
¢=0 —>aAk“ " —(5+p)=0
k=0 — Ak*—c—k(n+8)=0
De donde se obtiene:
(30) AK“ ™ = (5 + )

(31) c = Ak“—k(n+0)
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Trayectoria del consumo: La primera ecuacion representa una recta totalmente vertical a
partir del valor del estado estacionario del capital per cépita k™ . Paraeste valor se cumple
que f(k)=5+p (ver Gréfico2.9).

Gréfico 2.9
Trayectoria del Consumo

Cc C:O

Para conocer cdmo se comporta la variacion del consumo per capita ante cambios en €
stock de capital per capita, derivamos:

X _Ca—1)Adk“? <0
ok 6

El signo de esta derivada nos dice que a medida gque se incrementa €l stock de capital, la
variacion del consumo per cpita disminuye y, por lo tanto, € nivel del consumo. Asi,
cualquier nivel de capital aladerechade ¢ =0 disminuirael consumo y cualquier nivel de
capital alaizquierdade ¢ = 0 aumentara el stock de capital.

Trayectoria del capital: La ecuaciéon (31) representa la diferencia de la funcion de
produccion per capitay lainversion destinada a reponer el capital gastado y dotar de capital
a la nueva poblacién laboral. Asimismo, la funcién de produccion es céncava y tiene la
forma de una pardbola. A medida que aumenta k la productividad margina acanza un
maximo Yy luego disminuye (ver Gréfico 2.10). Recordemos que la funcion de producciéon
cumple las condiciones de Inada.

Para representar la trayectoria del capital necesitamos conocer como reacciona la variacion
del stock de capital ante cambios en el consumo per cpita:
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dk =-1<0
dc
Grafico 2.10

Funcién de produccion en el modelo de Ramsey-Cass y Koopmans

f (k)

(n+ o)k
f (k)
k
Grafico 2.11
Trayectoria del capital
«— «—

/‘\ kZO

»
» >

El signo de la derivada nos dice que a medida que aumenta el consumo, la variacion del
stock de capital disminuye y, por lo tanto, €l nivel del stock de capital. Asi cualquier nivel

de consumo por encima de k =0 disminuird e stock de capital y cuaquier nivel de
consumo por debajo de k =0 aumentara el stock de capital (ver Gréfico 2.11).

Juntando los gréficos del estado estacionario de ¢ y de k en el mismo plano, obtenemos el
diagrama de fases, €l cual se muestraen & Grafico 2.12.
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Gréfico 2.12
Diagrama de fases en el modelo de Ramsey-Cass y Koopmans

¢c=0

| '1

C

K

Ramsey

Por otro lado, e equilibrio del sistema de ecuaciones diferenciales es de ensilladura
Recordemos que los agentes son racionales y hay prediccion perfecta. Por lo tanto, €
estado estacionario se alcanza solo através del Saddle Path (Gréfico 2.13).

Grafico 2.13
Saddle Path en el diaarama de fases

¢c=0

K’

Ramsey

Evaluacion de la estabilidad del sistema de ecuaciones diferenciales

Como vimos en la solucion descentralizada, este sistema puede escribirse del modo
siguiente:
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E=Ar@m—i—m+5)

%:%bAwww—w+ﬁﬂ

LOGARITMO Y ANTILOGARITMO

Recordemos algunas propiedades del logaritmo y el antilogaritmo que seran utiles para
comprender esta seccion:

Tenemos: k =g
Exponente Producto Cociente
K Ink-I
ka :ealnk ak :elna+|nk —=e nk-lna
o
u k
In(k”) =alnk In(ak) =Ina +Ink Inf — |=Ink-Inx
(04

Seguin propiedades descritas, podemos expresar |as ecuaciones anteriores como:

diInk _ Ae_(l_a)lnk_elnc—lnk _(n+5)
dt
dinc 1
= laAe I _(5+
e e 6+

En d estado estacionario tanto € capital per capita, como € consumo per cépita,
permanecen constantes, es decir:

dlInk _dlnc_O
dt dt

Por |o tanto, en & estado estacionario se cumple que:
elnc*—lnk* _ Ae—(l—a)lnk* ~(n+35)

~(-a)ink’ _ (6 + )
aA

e

Reemplazando e '

formasiguiente:

por e valor de la ultima ecuacion, la primera ecuacion adquiere la
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elnck—lnk* _ A5+ﬂ—(n+5)
aA

elnc*—lnk* _ 5+ﬂ _(n+5)
(94

Inc’ —Ink” _ IB+5(1_ a)_a n
(04

e

Las ecuaciones diferenciales expresadas en logaritmos pueden linealizarse mediante la
expansion de Taylor arededor de estos valores ddl estado estacionario. El resultado de la
linealizacion expresado en formamatricial seria:

diInk
dt |_[Ju Jp | Ink—Ink>
dine | 7|3, 3, |[Inc-Inc*
dt
Donde;
diInk _ Aef(lfa)mk_elnc—lnk _(n+5)
dt
dinc 1
= Z|gAe EONk (5 +
e 1 (5+p)]

Hallamos | os elementos del Jacobiano, J, lamatriz de primeras derivadas:

Elemento Jq1:

1, = d |d |nk} _ _A(1— g )e (ke gincink-
dink| dt || . .

3, = d [dInk =—A(1—a)(k*)_(1_a)+c*
dink| dt ]| . o k

3, = d |dInk _ —A(k* )—(l—a) N Aa(k* )—(1—:1) N C*
dink| dt | ko k
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Como en € estado estacionario:

Ak(la)—E:(n+5)
Reemplazando:
d [dInk
Jiu =
dink| dt

Recuérdese que Aa(k*)_(l_a) es la Productividad Margina del Capital, es decir, como
se mostrd en la CPOF2, esigual a (r+ 6 ), entonces:

I d [dlnk}
o diInk| dt

Sabemos que en € estado estacionario, la Productividad Marginal del Capital esigual a
(p+ ), en consecuencia

=(n+6)+Aalk’ )"

k=k*,c=c*

=—(N+0)+(r+0)

k=k*,c=c*

d [dInk|
J. = =—(n+o o
1T nk| dt e (N+3)+(B+9)

d [dInk]
- -n
dink[ dt | _ .. . p

Con lainformacién de J;;, obtenemos que:

, _ d [dink
2 dinc| dt

; __d [dink
2 dInc| dt

* ~(1-a)
¢ —L+(n+5)

k=k*,c=c*

k=k*,c=c*
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_ _Brél-a)-an

; __d [dink
2 dInc| dt

(04
k=k*,c=c*

Elemento Jsq:

L pa(a-age o]

; __d [dlInc | _1_[Aa(1—a)(5+ﬁ)j
“ dink| dt J| . @ OaA
“odink| dt ]| 0

Elemento J,,:

3 d (dinc
2 dinc| dt

Reemplazando estos cuatro valores del Jacobiano en € sistema, obtenemos que:

=0

k=k*,c=c*

dInk B+5@1-a)—an (Lj
at B-m - - i

dinc | 7| _(8+d)1-a) 0 ln(g
dt 0 ¢

Este nuevo sistema es lineal en los logaritmos de k y de c. El Jacobiano estd compuesto
sblo de parametros. La ventaja de la linealizacién consiste en su utilidad para encontrar las
sendas temporaes Optimas de k y ¢ en & modelo de Ramsey. Hay, sin embargo, una
desventgja: € error de aproximacion puede incrementarse sustancialmente a medida que k
y ¢ seaegjan del nivel de estado estacionario.

Condiciones de estabilidad:
Traza:

Tr(J)=4-n>0
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Deter minante:

Det(J) = - (B+0)A- a)[ﬂ;é(l— a)-an]
a

pet(g) = - L+ MW e) refon)]
a

El determinante es menor que cero puesto que a < 1y £ >n. En consecuencia se trata de
un equilibrio de punto silla con sélo 2 sendas convergentes posibles. Hay una trayectoria
estable hacia el punto de silla

Comparacion del estado estacionario del modelo de Ramsey con la
golden rule del modelo de Solow

Con las ecuaciones diferenciales del sistema, podemos calcular e valor del stock de capital
per cdpitay del consumo per capita en e estado estacionario del modelo de Ramsey. Para
ello, despgiamos el stock de capital de la ecuacion (30):

ka—l — (5+ﬂ)
Aa
Como «a <1, entonces:
_O+p
k™ A«
l-a _ Aa
o+ pf

Hi— Aa v«
k=) {mﬂ}

1
. Aq |re
(32) kRamsey = {ﬁ}

Entonces, en el estado estacionario se cumple que:

. a1 (0+ )
(kRamsey) - ACX
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. _(1-a) O
(33) (Kiansey ) ' = ;aﬂ

*

Para hallar el valor del consumo en el estado estacionario, Cg,,,,» Feemplazamos K, €n
laecuacion (31):

C;amsey = A(k ;amsey )a - (k ;{ammsey Xn + 5)

C;amsey = k;amsey [A(k;amsey )7(1706) - (n + 5)J

. )—(1—a)

Reemplazando (kRamSey por el valor hallado en la ecuacion (33), tenemos:

. . o+
CRamsey = kRamsey|:A( AO{ﬁJ - (n + 5):|

* k* _§+ﬂ—0{n—a§_
CRamsey = Ramsey o

* —k* _5+ﬂ_an_a§_
CRamsey — "™Ramsey a

B+o(l-a)-a n}

C * — k *
Ramse; Ramse
y Y a

*

Reemplazando € valor de K, delaecuacion (32), fina mente obtenemos:

1

o _( Aa jl-a{ﬂ+5(l—a)—an}

R =
amsey S+ ,B a

Esta ecuacion también puede expresarse como:

_( Aa jllov{a(ﬁ—n)+(1—a)(5+ﬂ)}

C =
Ramsey S+ ,B a

Como acabamos de ver, e vaor de k en e estado estacionario del modelo de Ramsey fue
derivado de la igualdad entre la productividad marginal de k y la suma de la tasa de

*

descuento intertemporal y latasa de depreciacion, f+¢. Por lo tanto, en kg, secumple:
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*

OCA(k Ramsey )’1_1 = 5 + ﬂ

Es claro que k;amsey no es el valor del stock de capital per capita que maximizael consumo.
Paraquelo sea, £ tendriaque ser igual a n; eso no es posible pues la solucion del modelo
supone S >n. Como sabemos, € stock de capital per cépita de la «Golden Rule» de
Solow (Kersooy) €S aQuel que corresponde a nivel maximo de consumo per cdpita.
Recordando el modelo de Solow, de la maximizacion del consumo per cépita obtenemos:

oc _olAk“—k(n+6)]

=0 = oAk“=(n+5)
ok ok

Esdecir:

aA(kéRSOIow )a_l =0+n

Cuando € consumo per capita alcanza su valor maximo la productividad margina del
capita, dAk“ ™, esigua ala suma de latasa de crecimiento de la poblacién y de la tasa de
depreciacion, n+ . En consecuencia

1
Aa }M

K- =
GRSolow n4+ 5

Por o tanto, dado que el modelo asume que el factor de descuento es mayor que latasa de
crecimiento de la poblacion, tenemos:

f>n
f I(k;amsey) —o>f ’(kéRSolow) -0
f '(k;amsey) > f ’(k;RSO|0W)

Como lafuncién de produccion presenta rendimientos marginal es decrecientes, entonces un
valor mas elevado de productividad marginal implica un menor nivel de capital per capita:

* *
kGRSoIow > k Ramsey

1 1

{Aa}l—a [Aa }1—“
>
o+n o+ p
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Gréfico 2.14
Comparacion del k™ de Ramsey y la golden rule de Solow

c ¢c=0

i K=0

kl;amsey k(;RSOlOW
% Modelo neoclasico de generaciones superpuestas de Diamond
El modelo asume la existencia de muchas firmas o empresas idénticas que operan en
mercado competitivos con una funcion de produccion gue exhibe rendimientos constantes a
escala y satisface las condiciones de Inada.
Y =F(K,L)

Ensuformaintensivas y = f(k)  con y:YL, k:E

Por el Teorema de Euler, en mercados competitivos se cumple que:
r="f'k)
w, = f(k)—k (k)

Lasfirmas aquilan losfactores K y L hasta que sus productos marginales se igualen a sus
precios. Se asume depreciacion nula (6 = 0)

Por otro lado, las familias viven dos periodos, en € primero ganan un ingreso por su
trabgo, y en ambos consumen. Por tanto, ahorran en €l primer periodo, por € cual obtienen
un retorno igual a la tasa de interés, r. El ahorro aumentado por la tasa de interés es
destinado a consumo en & segundo periodo.

Entonces, si e consumidor nace en €l periodo t, su consumo en e periodo (t+1), que es
cuando se hace vigjo, estara dado por:
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C2t+1 = (1+ rt+1)(Wt - Clt)
Ademas C, +S, =w,
Reordenando términos se obtiene la restriccion presupuestaria intertemporal :

C
Clt + 2t+1 =Wt
1+r,

Las funciones de utilidad de las familias son estrictamente concavas. En particular, se
asume que:

1-60

quie

Donde @ > 0. Ademas, si ¢ tiendea 1, por lareglade L’ Hopital — Bernoulli, lafuncion de
utilidad se reemplaza por unafuncion del tipo u(C)=In(C) .

LA REGLA DEL'HOPITAL-BERNOULLI

Dadas las funciones f(X) y g(X) continuas y derivablesen X=C,si f(X) y

g(X) tienden a cero cuando X — C, entonces:

09 1

lim -
X—C g(x) x-¢ (X)
1-6
Veamos, lim — 0, entonces, aplicando la regla tenemos:
60->11—@
¢ —c"’Inc
lim =lim =Inc

0-11—-@Q o1 -1

Lautilidad intertemporal estaré dada por:

1-0 1-60
ut — Clt 4+ 1 C2t+1
1-6 1+B81-6

Donde g eslatasa de descuento subjetiva

Utilizando € método del Lagrangiano para determinar € plan de consumo éptimo, tenemos
que:
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(CuCor) 1—60 1+ p41-60 1+,

t+1

1-6 1-6
Max L = Cu + 1 Can + /1|:Wt N [Cn + @ﬂ

Condiciones de primer orden:
(1) C =4

1 A
(2 ——Chla=r"—

1+ ﬁ 1+ r-t+1

Las familias tratan w, y r,,, como dados, y escogen C,, y C,,., paramaximizar su funcion
de utilidad, sujeta a su restriccion presupuestaria.

Combinando |as condiciones de primer orden, tenemos que:

1 ., C

= c -
1+ 8 2 1+r

t+1

1
(3) C2t+l — 1+ rt+1 0
Cy 1+

Reemplazando esta Ultimarelacion en larestriccion presupuestaria:

C2t+1 Clt _

1+ rt+1 Clt

1

0

C,+ L [T C,=W,
1+r 1+

t+1

1t t

1-0

A+r,)°
Clt +t—11C1t =W

L+ A)°

1 1-

0
A+B)7 +(A+r,) °
Cy

@+ B)?
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(4) Cy= (11 i ﬁ)g o W

L+ B +(L+ry)
El término que se encuentra entre paréntesis es menor a la unidad, por lo que € agente

consume una fraccion de su ingreso de trabajo (w, ) durante e primer periodo. Utilizando la
definicion de ahorro:

® s -w-|— LA
@+ B +Atry) 7

Wi

De donde podemos definir la tasa de ahorro del agente, es decir, su propension marginal a
ahorrar:

o
ds, | ()’
W | s pye )t
o
S, =5S(h,,) = (11+ fy) °

L+ B)? +(L+ mﬁ

L uego:
1 Lo
s _ O {1-9)[ 1+ Je (L+1,) ° S
"o 0 N1+, 1 =
T @ gy +@en,) 0
Notese que:

e S >0 s 6<0
e S5,<0 s 6>0
e §5,=0 s 6=0

Entonces, para la forma funcional que adopta la funcion de Utilidad, ¢ determina si
domina el efecto sustitucion o €l efecto ingreso.
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El equilibrio

Debemos determinar el valor de equilibrio de k, y con éste podremos definir 1os valores de
r, y w,. El stock total de capital en t +1 esta dado por € ahorro de la generacion (ahora ya
viga) nacidaen t.

(6) Kt = S(rt+l) Low,
Donde s(r,,,)w, es € nivel de ahorro por agente, multiplicado por el nimeroL, de agentes

nacidos en €l periodo t, se obtiene e ahorro total, s(r,,,)L,w,,pues todos los agentes son
iguales. Notese que lafuerzalabora crecealatasa n, por lo tanto:

L., = (@+n)L, =(@+n)"L,

Dividiendo ambos lados de la ecuacion de movimiento del capital por L,,;:

L
kt+l = s(rt+l)Wt —
t+1

1-0

6
— 1 (1+ rt+1) W,

t+1 1 1-60 t
1+n > =
@+ 5) +@Q+r.,) ?

Utilizando el Teoremade Euler, segun e cua w, = f(k,) -k, f'(k,), tenemos:

1-60
1 1+r.,) ¢ ,
R k) -k (k)

L+ B)° +(L+1,) ¢

() ka=

Esta relacion es una ecuacion no lineal en diferencias en k,. Para cada valor dek,, la
ecuacion determina en forma implicita un valor para k,,,. En €l estado estacionario, debe
existir unvalor k, tal quesecumpla k™ =k, =k, ,

1-0
Para las formas funcionales especificas: u(C):lC 5 Y f(k)=k“, con a<[0]], la

ecuacion de movimiento del capital (7) tomalasiguiente forma:
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1-60
a-1\ g
(8) kt+1 = L (11+ akm) 1-0 - a)kta
1+n = =
1+ B)° +(A+aki) °
Donde

1-0

(Lt ok °
1

s(f'(k..1))= =,

A+ B)° + A+ k) ?

f (k) —k f'(k)=QA-a)k{

UN CASO SIMPLE

Asumiendo una funcidon de produccion de tipo Cobb-Douglas:

Y:Kal_l_a o y:ka

Y una funcién de utilidad logaritmica con € =1, de la forma:

u(c) =1In(c)

*
En la situacion de estado estacionario, se impone un valor tal que k' = kt =k

kt+1:(ij( 1 ](1_a)kta
1+n )\ 2+

Por tanto, podemos definir el stock de capital y la producciéon en estado estacionario:

(et
1+n \ 2+

t+1» Por lo que

obtenemos:

-

K __ l-a |
L@@+ p)
*__ 1-« _ﬁ

y L @en)@2+p)

El valor de K es un equilibrio estable. Sin embargo, el supuesto de que & =1 no es inocuo,
pues implica que la tasa de ahorro es independiente de la tasa de interés.
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Cuadro 2.5
Resumen: comportamiento de las variables en los modelos de crecimiento
econémico
Modelos
Variables
Harrod y Solow Swan Ramsey-Cass- Diamond
Domar Koopmans
Resultado de Resultado de
Tasa de Ex60eno Ex60eno optimizacion optimizacién
Ahorro 9 9 intertemporal del intertemporal
consumo del consumo
Relaf:lon . ._Varlable Variable Variable
capital Fija Fija en el s.s. . .
Fija en el s.s. Fija en el s.s.
producto
Estabilidad No estable Estable Estable Estable
del modelo
Empleo de la
fuerza Improbable Ocurre Ocurre Ocurre
laboral
Tecnologia Exdgena Exdgena Exégena Exdgena
Edad de oro Improbable Ocurre Ocurre Ocurre
Regla de oro No se da Se cumple No se da No se da
Relacion K/L Se alcanza con
optima . una tasa de
No se aplica No se alcanza No se alcanza
(regla de ahorro
oro) determinada
Proglucto Consta}n_te Menor que el de Mayor que el de Mayor que el
marginal del | (Productividad
. - RCK Solow de Solow
capital media)
Relacion K/L
. Mayor que en Menor que en Menor que en
del estado No se aplica
i X RCK Solow Solow
estacionario

Se entiende que la productividad marginal del capital es igual a la tasa de interés. En €
Gréfico 2.15, € estado estacionario se parece a del modelo de Solow. Sin embargo, en €

model o de Solow:

Latasa de ahorro es constante
Latasade interés es constante
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e Lainversiéon netaescero

Grafico 2.15
Equilibrio en el modelo de Diamond

t+1
kt = kt+1

kl+1 = m(kt ’ kt+1)

En e modelo de Diamond, las dos primeras son endogenas y estan asociados a la conducta
optimizadora de |os agentes.
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