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Introduccién al célculo de Malliavin para las
finanzas con aplicacion a la eleccion dindamica,
del portafolio

Guillermo Moloche
PUCP

Resumen

Este articulo es una revisién de las ideas bésicas del cdlculo de Mallia-
vin relevantes para las finanzas. El cdlculo de Malliavin proporciona
un conjunto de herramientas matemadticas que ha permitido resolver
algunos problemas de importancia préctica en las finanzas cuantita-
tivas y que se ha plasmado en técnicas que se usan diariamente en
instituciones financieras alrededor del mundo. Revisamos algunas de
estas aplicaciones y hacemos un énfasis especial en la implementacién
concreta de técnicas de eleccién éptima del portafolio para inversio-
nistas de largo plazo.

Abstract

This article is a review of basic Malliavin calculus applied to finance.
The Malliavin calculus provides a set of mathematical tools that have
allowed solving important practical problems in quantitative finance.
These tools have been turned into techniques currently in use by fi-
nancial institutions around the world. We review a few of these ap-
plications with special emphasis in the numerical implementation of
solution techniques for the optimal portfolio choice of long term in-
vestors.

Clasificacién JEL: C02, C61, C63, D91, G11.
Palabras claves: Célculo de Malliavin, teorfa del portafolio, optimizacién
intertemporal, asignacién estratégica de activos, simulaciones de Monte Carlo.



1 Introduccién’

Este trabajo es una introduccién a las ideas bésicas del calculo de Malliavin
con un enfoque aplicado a las finanzas. No obstante que se requiere un alto
nivel de especializacién matematica para entender plenamente las demostra-
ciones de sus resultados bésicos, el cdlculo de Malliavin es el fundamento
tedrico que subyace a soluciones innovadoras a problemas importantes en las
finanzas académicas como también en las finanzas aplicadas. En este tltimo
caso, las soluciones que usan el calculo de Malliavin han sido implementadas
y son de uso diario en instituciones financieras alrededor del mundo.

Debido a que el empleo del cdlculo de Malliavin en las finanzas es cada
vez mds extenso, es preciso difundir sus ideas bédsicas al mayor piblico posi-
ble. Al mismo tiempo, no es posible apreciar la conveniencia del cédlculo
de Malliavin sin un conocimiento bésico de finanzas cuantitativas. Es hacia
este publico que este articulo estd dirigido, lo que implica que el lector ya
estd familiarizado con, por ejemplo, los elementos de los procesos estocds-
ticos, movimientos brownianos, espacios de Wiener, ecuaciones diferenciales
estocdsticas, el cdlculo de Ito, la valuacién de contratos contingentes por
ausencia de arbitraje y la teorfa intertemporal del portafolio.

Este trabajo se desarrolla como sigue: primero presentamos los resultados
bésicos del célculo de Malliavin en una forma heuristica, procurando que el
lector pueda entender los requisitos y supuestos para el empleo de sus prin-
cipales proposiciones y en qué contextos se puede aplicar. La demostracion
rigurosa de estos resultados es la cuestion de la que se ocupan tratados tales
como los de Nualart (2006), Sanz-Solé (2005), Malliavin (1997), y las intro-
ducciones de Bally (2003) y Qksendal (1997).

Luego resenamos brevemente dos problemas practicos en las finanzas y
cudl ha sido la contribucién del cédlculo de Malliavin en su solucién. Estos
problemas son: el cdlculo de griegos en la valuacién de activos contingentes
y las simulaciones de Monte Carlo de esperanzas condicionales.

Sin embargo, damos particular énfasis a las aplicaciones en la asignacién
estratégica de activos, es decir, la eleccién 6ptima del portafolio de los in-
versionistas de largo plazo. Por lo tanto revisamos el problema del portafo-
lio de Merton (1969, 1971), su solucién por medio del método de martin-
galas dada por Cox y Huang (1989) y Karatzas et. al (1987) y finalmente,
mostramos cémo el cdlculo de Malliavin es una herramienta que permite la
implementacion practica de la teoria intertemporal del portafolio. En este
caso la dificultad consiste en que la resolucién de un problema multidimen-
sional de optimizacién dindmica no es factible empleando los métodos conven-

1Se agradece los comentarios de César Carrera y el apoyo de Vanessa Belapatifio.



cionales. Sin embargo, las técnicas que usan el cdlculo de Malliavin permiten
resolver en principio problemas con muchas dimensiones, lo que es crucial
para problemas dindmicos de elecciéon de portafolio, ya que cada variable de
estado o clase de activo anade una dimensién mds. Usando las herramientas
bésicas del cdlculo de Malliavin presentadas previamente, explicamos detalla-
damente los pasos de la demostraciéon matematica de la férmula del portafolio
6ptimo intertemporal de Detemple, Garcia y Rindisbacher (2003, 2005). Fi-
nalmente esbozamos la implementaciéon computacional de esta férmula.

2 El calculo de Malliavin

En esta seccién presentamos el célculo de variaciones estocédstico también lla-
mado célculo de Malliavin. Esta teorfa tiene un gran componente de cdlculo
estocdstico y el formalismo puede ser complejo, pero las aplicaciones de esta
teorfa en las finanzas son numerosas.

Para hacer este texto lo méas accesible posible, hemos tratado de exponer
en forma didéctica e intuitiva y con ejemplos sencillos. Posteriormente re-
senamos dos aplicaciones del cédlculo de Malliavin a las finanzas, la primera
para el célculo de los “griegos” de contratos contingentes, tales como las
opciones, y la segunda, para el cdlculo de esperanzas condicionales.

2.1 Introduccién al cdlculo de Malliavin para finanzas

En dimension finita, el cédlculo diferencial convencional analiza la dependen-
cia de una funcién real con respecto al cambio infinitesimal en su argumento
también real, o en el caso multidimensional, con respecto a cada una de las
coordenadas de su argumento, en este caso un vector en R?. El célculo de
Malliavin es también un cédlculo diferencial pero con respecto a espacios de di-
mensién infinita, como lo es por ejemplo el espacio de Wiener C([0, 00), R?).
En este espacio, una trayectoria browniana se puede entender como una fun-
cién continua que es un objeto de dimensién infinita. En el cdlculo de Mallia-
vin, el operador de la diferenciacién o la derivada de Malliavin, D, calcula la
dependencia de una variable aleatoria con respecto a un incremento infinitesi-
mal o perturbacién en, por ejemplo, una trayectoria browniana. Recordemos
que una variable aleatoria puede interpretarse como un funcional de Wiener,
es decir, una funcién cuyos argumentos estan contenidos en el espacio de
Wiener y que toma valores en un espacio vectorial real.

Por eso se dice que el cdlculo de Malliavin es un célculo de variaciones
para procesos estocdsticos. En particular, asi como se puede aplicar a fun-
cionales brownianos (o de Wiener) es decir, a variables aleatorias y procesos



estocdsticos que dependen de las trayectorias de movimientos brownianos,
también se puede aplicar a funcionales que dependen de procesos més gene-
rales, como los movimientos brownianos fraccionales o los procesos de Lévy,
los cuales no seran abordados aqui.

En esta seccién presentamos primero los dos objetos basicos del cédlculo de
Malliavin, el operador de diferenciacién o derivada en el sentido de Malliavin
y la integral de Skorokhod. La concomitancia entre estos dos objetos esta
dada por la relaciéon de dualidad que permite a su vez obtener la férmula
de integracién por partes del cédlculo de Malliavin. Presentamos algunas
propiedades bésicas como la regla de la cadena, la conmutatividad de la
derivada de Malliavin y el operador de expectativas, asi como la férmula de
Clark-Ocone y la de Bismut-Elworthy-Li.

2.1.1 La derivada de Malliavin

Consideremos el espacio de Wiener C([0,00), R?) denotado por €2, de fun-
ciones continuas y no diferenciables, sobre el cual toma valores el proceso de
movimiento browniano en dimensién d: W = (W1, ... W2 que es definido
sobre el espacio de probabilidad canénico (2, F, P), donde F es el sigma-
algebra boreliano y P la medida de Wiener. Asimismo denotamos la filtracién
browniana como F; = o(Ws; s < t).

Como es de costumbre, podemos asociar cada estado de la naturaleza
w € 2 a una trayectoria del movimiento browniano W = (W, s € [0, 00)),
en otras palabras, el conjunto de estados de la naturaleza es el espacio de
trayectorias. Sea F(w) = F(W(w)) una variable aleatoria F' : Q@ — R,y
supongamos que queremos diferenciar F' con respecto a las trayectorias brow-
nianas W(w), esto es lo mismo que diferenciar F' con respecto al pardmetro
w € . Sin embargo las trayectorias brownianas W (w) son objetos de di-
mensién infinita y he aquf la dificultad. Es por este motivo que primero se
construye una definicién de la derivada de Malliavin para objetos de dimen-
sién finita para luego extender la misma a objetos de dimensién infinita con
aproximaciones por medio de secuencias. Los objetos de dimensién finita
bésicos son en este articulo las variables aleatorias suaves, es decir, fun-
cionales continuamente diferenciables que dependen de un niimero finito de
puntos de una trayectoria browniana. Extendemos luego la definicién de F
para que pueda depender de W en un nimero infinito de puntos, como por
ejemplo en un intervalo entero.

La derivada de Malliavin de una variable aleatoria suave Por el mo-

mento, nos ocuparemos solamente del caso en que F' depende de un niimero
finito de puntos de W. Tomemos una particién (ti,...,t,) del intervalo de
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tiempo [0,7] y sea F(w) = F(W(w)) una variable aleatoria de la forma
FW) = f(Wy,...,W,;,), donde f es una funcién diferenciable continua-
mente. La variable aleatoria F(W) depende (suavemente) del movimiento
browniano W de dimensién d en un niimero finito de puntos de su trayectoria.
Llamamos a F' una variable aleatoria suave o funcional browniano suave.

Caso unidimensional La derivada de Malliavin de F' es el cambio en F
atribuido a un cambio pequeno en la trayectoria de WW. Asumimos primero
que d = 1. Desplacemos la trayectoria de W en ¢ a partir del periodo t.
Supongamos que t;, < t < txyq para algin k£ = 1,...,n. La derivada de
Malliavin de F' en t es definida como

af(Wh + El[t,oo)(tl)v L) Wtk + E]-[t,oo)(tk)7 ceey th + El[t,oo)(tn))
Oe

D,F(W) =

. F(W+51[t,oo)) *F(W)
= lim

e—0 g

, P-a.e.

para ¢t € [0,7], donde 1y es el indicador del conjunto [t,00), es decir
Ligoo)(s) = 1sis € [t,00), ¥ li00)(s) = 0 en caso contrario. Esta definicion
nos permite interpretar la derivada de Malliavin como una derivada direc-
cional: el operador D, calcula el efecto de una perturbacién de tamano ¢ en
la trayectoria del movimiento browniano W en el momento ¢ sobre la vari-
able aleatoria F. Noétese que esta definicién se debe cumplir para cualquier
trayectoria (de medida no cero), y por tanto las relaciones en el cdlculo de Ma-
lliavin se cumplen P-a.e. o P-almost-everywhere: “P-casi en todas partes”.
En lo que sigue, suprimimos la notacién P-a.e., pero indicaremos cuando una
relacién no se cumpla de esta forma.
También podemos escribir, en forma mas compacta,

DiF(w) =Y i f(We, oo . Way oo . Wo ) Lo (1),
j=k

donde 0;f = 0f(z)/0z; es la derivada con respecto al j-ésimo argumento
de f. Los primeros k — 1 términos se omiten en este caso porque la funcién
indicadora es cero para j < k.

Ejemplo: la derivada de Malliavin de un movimiento browniano
Tomemos F' = W, donde s es fijoy s € [0,00). Entonces

DtWS - ]-tSS'

En este caso si el funcional depende del valor de W en s y se toma la derivada
de Malliavin en un momento ¢ > s, estamos tratando de calcular el efecto de



un cambio en la trayectoria browniana en un momento posterior al valor que
es relevante para el funcional y por lo tanto D,W, = 0 en este caso. Sit < s,
el cambio en la trayectoria browniana en el momento ¢ si afecta los valores
del funcional y por tanto la derivada de Malliavin es uno.

Ejemplo: el modelo Black-Scholes FEl precio de una accién en el
modelo Black-Scholes estd dado por un proceso de It6 llamado movimiento
browniano geométrico

ds,

—t = pdt +odWi, t >0

St
con Sy dado. Reexpresando este precio en forma de integral obtenemos para
el periodo T'

1
St = Spexp <(u — 502) T + O'WT) ,

donde Wr es el valor terminal del proceso de movimiento browniano uni-
variado que define la incertidumbre en este modelo. Como Sy = f(Wr)
con f(z) = Spexp((p — 30°)T + ox) y [ es continuamente diferenciable, es
claro que St es un funcional browniano suave. Aplicando la definicién de la
derivada de Malliavin obtenemos

DSt = 0f(Wp)lpeo)(T)

1
= o0Spexp ((/L — 502) T + O'WT)

== O'ST.

En este ejemplo, el precio de la accién en T' depende solamente del movimiento
browniano en el periodo 7T'. La derivada de Malliavin de St depende entonces
de la derivada con respecto a Wr. Esto refleja el hecho de que una pertur-
bacién en la trayectoria del movimiento browniano desde ¢ hacia adelante
afecta St solamente a través del valor terminal Wr.

Caso multi-dimensional Supongamos ahora que d > 1, es decir, el
movimiento browniano subyacente es multi-dimensional. La derivada de
Malliavin de F' en t es ahora un vector de dimensién 1 X d denotado por
D,F = (D!F,...,DF). La i-ésima coordenada de este vector, D!F, cap-
tura el impacto de una perturbacién en W, de tamaiio € a partir de un
periodo t. Si t; <t < tj,1 tenemos

DiF =Y " 0yf(We, o . W . W) oo (1),
j=k



donde 0;;f = 0f(x)/0x;; es la derivada con respecto al i-ésimo componente
del j-ésimo argumento de f (es decir la derivada con respecto a WY,).

La derivada de Malliavin para variables aleatorias generales Como
habiamos mencionado, la definicién de derivada puede ser extendida para
variables aleatorias que dependen de la trayectoria del movimiento brow-
niano sobre un intervalo continuo [0, 7]. Esta extensién usa el hecho de que
un funcional que depende de la historia del movimiento browniano puede ser
aproximado por una secuencia apropiada de funcionales brownianos suaves,
en otras palabras, una funcién de una historia es aproximada por el limite
de una secuencia de funciones, y cada elemento de esta secuencia es una
funcién de un nimero contable de puntos de aquella historia. La derivada
de Malliavin del funcional més general, es decir, dependiente de la historia
completa, estd dado por el limite de las derivadas de Malliavin de los fun-
cionales brownianos suaves en la secuencia de aproximaciéon. Obtenemos de
esta forma

F(W +ely0) — F(W
DiF(W) = lim W+ eljpon) = F(W)

e—0 £

, t€0,T7. (1)

Noétese que podemos permitir que el indice ¢ del operador de diferenciacién
tome valores sobre [0, T, obteniendo de esta forma un proceso estocéstico no
necesariamente adaptado, es decir el operador de diferenciacién de Malliavin
D es un funcional sobre L*(2), con valores en L*([0,T] x ) para el cual D,
no es necesariamente medible con respecto a (F;), para todo t € [0,7]. Sin
embargo, esta nueva definicién no funciona para cualquier proceso o funcional
F(w) € L*(Q). El espacio de las variables aleatorias en L? () para las cuales
las derivadas de Malliavin estdn bien definidas se denomina D2,

El espacio D'? Este espacio es el dominio del operador de diferenciacién
en el sentido de Malliavin en L?(Q) y se define como la complecién (por lo
tanto un conjunto denso) del conjunto de funcionales brownianos suaves con
respecto a la norma

donde ||D,F|* = > ,(D;F)* Es en este espacio que la derivada de Ma-
lliavin de un funcional general es el limite de las derivadas de Malliavin de
su respectiva secuencia aproximatoria por medio de funcionales brownianos
suaves. Esto quiere decir que es prerrequisito comprobar que una variable
aleatoria pertenezca al espacio D*? antes de aplicar la derivada de Malliavin.
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Derivadas de integrales de Riemann, Wiener e It6 La extensién
de la definicién de derivada de Malliavin para el caso general nos permite
manejar, por ejemplo, integrales estocédsticas que dependen de la historia de
los movimientos brownianos sobre un intervalo continuo.

La derivada de la integral de Wiener Tomemos el caso de la integral
estocdstica de Wiener F(w) = F(W(w)) = F(W) = fOT hidW,, donde h; es
una funcién deterministica del tiempo que pertenece a L?[0,T] y donde W es
de dimensién uno. Como hemos mencionado, w es una historia en el espacio
de Wiener w € (). Estas variables aleatorias son gaussianas con media cero
y desviacion estandar ||h||2(07)-

Integrando por partes obtenemos

T T
F(W) :/ hidWy = he Wy —/ Wdhs.
0 0
Calculos directos nos dan, para ¢ € [0, 77,

F(W +lppe) — F(W) = ho(Wr + elj oo (T (Ws + eljs.00)(5)) dhs

= hTE—/ 81[t700)(8)dh5
0

= Sht.

Esto implica, usando la definicién de derivada de Malliavin (1) que D, F' = hy,
para t € [0,T]. La derivada de Malliavin de F' en t es la volatilidad h; de la
integral estocdstica en ¢: esta volatilidad mide la sensibilidad de la variable
aleatoria F' a la innovacién browniana en t. Por lo tanto definimos la derivada
de Malliavin en este caso como DF' = h, o D;F = hy.

En el caso multidimensional tenemos que la integral estocdstica de Wiener

T
Flw) = / B
0

donde h; = h(t) = (hi(t),...,hq(t))" es una funcién del tiempo y W; es de
dimensién d. Tenemos que

D/F(w) = (DuF(w),..., DuF(w)) 2)
= (ha(t),..., ha(t).



Derivada de la integral de Riemann Ahora, consideremos una in-
tegral de Riemann aleatoria con un integrando que depende de la histo-
ria de movimientos brownianos. Este funcional browniano toma la forma
FW) = fOT hs(W)ds donde hs ya no es deterministico sino un proceso me-
dible progresivamente, o un proceso adaptado con historias cadlag, (continue
a droite limite a gauche, o rcll right continuous left limits, o continuas por
la derecha con limites por la izquierda) tal que la integral existe, es decir
fOT |hs|ds < oo con probabilidad uno. Tenemos

FﬂV+ammﬂ—FUV%:4(mﬂv+ammﬁ—h4W»$.

Ya que lim._o(hs(W + €l,00)) — hs(W))/e = Dihs(W) se desprende que
T
DtF = Dt/ hS(W)dS

. 0
= / DthS(W)dS
t

En otros términos, podemos introducir el operador D, dentro de la integral.
En el caso multidimensional, sea F' una integral de Riemann con un in-
tegrando que depende de la trayectoria de un movimiento browniano W;,

con hg un proceso adaptado d x 1, tal que la integral existe. Tenemos que
DiF(w) = (D} F(w), ..., D{F(w))
con
DiF(w) = / Dih(s)ds,i=1,...,d
t
o en forma compacta

Dmmg—lmm@@. (3)

Derivada de la integral de It6 Finalmente, consideremos la integral
de Ito F(w) = fOT hs(W)dWs. Para simplificar la notacién, escribimos h® =
h(W +elp o)) y W =W + €l o), por tanto h° = h(IW¢). Obtenemos, para



t €10,7],
T T
FFoF = / hEdWE — / hadW,
0 0
T T
- / (h — hy)dW, + / BEA(WE — W)
OT 0
- / (hE — he)dW, + he(Wi — W)
! T T
- [ v woang - [ awe - ww,
TO 0 T
- /(hi—hs)dWS+h5Te—s/ dhe
tT t
- / (RS — hy)dW, + che.
t

En la segunda igualdad sumamos y restamos fOT hidWs, la tercera igualdad
usa hi = hg cuando s < t, para simplificar la primera integral y la férmula de
integracién por partes del cdlculo de It6 para expandir la segunda integral.
La cuarta igualdad esté basada en el hecho de que la variacién cruzada es nula
(W =W, h%]r = 0) porque W — Wy = €l 5)(5) ¥ 1i,00)(5) es de variacion
total acotada. Recordemos que la variacion total de una funcién f es

lim Z |f(tns1) — f(tn)]

N—oo
tn €TIN ([0,2])

donde TIV ([0, ¢]) es una particién con N puntos sobre el intervalo [0, ¢].

La dltima igualdad usa nuevamente la férmula de integracién por partes
para simplificar los tltimos dos términos. Como lim._o(hS — hs)/e = D;hg
obtenemos

T
DtF - ht +/ DthSdWS
t

para t € [0,7].

Las derivadas de Malliavin de integrales de It6 dependientes de movimien-
tos brownianos multidimensionales pueden ser definidas de una forma similar.
En este caso, la derivada de Malliavin es un proceso de dimensién d que puede
ser definido componente por componente, mediante las mismas operaciones
descritas anteriormente.
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Sea h, un proceso F,-medible con valores en R?,

Flo) — /OThS(W)’dWS

T
= / h.dW,.
0

T
0

Por lo tanto

T
0T
t

T
— / (Dths),dWS + ht
t

2.1.2 La integral de Skorokhod y la férmula de integraciéon por
partes

El célculo de Malliavin tiene dos objetos bdsicos que son la derivada de
Malliavin y la integral de Skorokhod. El vinculo entre ambos viene dada por
la relacién de dualidad que tiene como consecuencia la férmula de integracion
por partes, una de las herramientas m&s importante del cdlculo de Malliavin.

Definimos ¢ como el operador de divergencia abstracto que mapea proce-
sos no necesariamente adaptados en L?([0,T] x §2) a variables aleatorias en
L?(£2). Cuando U es un proceso adaptado, el operador de divergencia coin-
cide con la integral de Ito esténdar 6[U] = fOT U, dW, y por lo tanto ¢ puede
ser visto como una generalizacién de la integral de It6 estdndar a procesos
no adaptados que se conoce con el nombre de la integral de Skorokhod.

Como mencionamos anteriormente, D;F' es un proceso estocastico no
necesariamente adaptado a la filtraciéon browniana. Tomemos cualquier pro-
ceso estocdstico Uy = U(t,w) € L*([0,T] x Q). Suponemos que tanto U como
DF estan en L2[0,T] para w fijo. Escribimos

T
0

para el producto interior estdndar en L?[0, 7] y notamos que esta expresién
aun es estocdstica: (U, DG) = (U, DG)(w). Integrando sobre w obtenemos

11



la expresion E(U, DG). Definimos ¢ como la adjunta de D, es decir aquel
operador que hace que se cumpla la relacién de dualidad en el espacio de
Wiener

E(U,DF))=E(U)F)

cuyos elementos estdn definidos sobre los subespacios apropiados, en el caso
de la derivada D : L*(Q) — L?([0, T] x Q) mientras que § : L*([0,T] x Q) —
L2(9).

En forma andloga al operador de diferenciacion, la integral de Skorokhod
no estd bien definida para cualquier proceso estocdstico. El dominio de § es
el conjunto de procesos U € L?([0,T] x Q) tal que

T
\E { / UtDthtH < | Fll;
0

para todo F € D'2, donde c es una constante que depende de U. Si U
pertenece al dominio de §, entonces §(U) es el elemento de L?(f2) caracteri-
zado por la relaciéon de dualidad

E[F§(U)] = E { /0 : UtDtht] ,

para cualquier F' € D2,
Reescribimos la integral de Skorokhod como

T
I(U) = / Ul(t,w)oW,
0
y obtenemos a partir de la relacién de dualidad

E(/OTUt-Dtht):E(/OTUt(SWt-F) (5)

Esta tltima relaciéon se denomina “integracién por partes en el espacio de
Wiener”. El operador ¢ estd intimamente relacionado a la integral estocdstica
de Ito: si U es Fi-adaptado:

T T
0 0

Algunas veces se denomina a D y J, respectivamente, el gradiente y el ope-
rador de divergencia sobre el espacio de Wiener.
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2.1.3 La representacién de martingalas y la férmula de Clark-
Ocone

En los espacios de Wiener, las martingalas con variancias finitas pueden ser
escritas como sumas de incrementos brownianos. En otras palabras M; =
My + f(f ¢, dW, para un proceso medible progresivamente ¢, que representa
el coeficiente de volatilidad de la martingala. Este resultado es conocido como
el teorema de representacién por martingalas. Uno de los més importantes
beneficios del cédlculo de Malliavin es que identifica el integrando ¢ en esta
representacién. Esta es la utilidad de la férmula Clark-Ocone.

La férmula Clark-Ocone dice que cualquier variable aleatoria F € D2
puede ser descompuesta como

F o= BlF|+ /TE[DtF\]-}]th (6)
- E[F]+Z/T E[DIF|F]dW;

donde E[-|F;] = Ei|-] es la expectativa condicional en ¢ dada la informacién
generada por los movimientos brownianos W. Para una martingala cerrada
por F' € D2 es decir M; = E[F], podemos aplicar expectativas condi-
cionales a F' para obtener M; = E[F| + fot E D F]dWs.

El esquema de la derivacién de esta férmula es como sigue. Asumimos
que F' € D2, Usando el teorema de representaciéon de martingalas tenemos
F = E[F]+ fOT ¢, dW,. Tomando la derivada de Malliavin en cada lado, y
aplicando las reglas del cédlculo de cédlculo de Malliavin descritas anterior-
mente, obtenemos D, F' = ¢, + ftT D¢ . dWs. Tomando expectativas condi-

cionales en cada lado nos da E;[D,F| = ¢,, ya que E; [ ftT DtngdWs} =0y

¢, es conocido en t. Sustituyendo esta expresion en la representacién de F'
obtenemos el resultado.

2.1.4 Conmutatividad de D, y FE,

Las derivaciones de la férmula de Clark y Ocone muestran también que la
derivada de Malliavin y el operador de expectativas condicionales son con-
mutables. De hecho, sea v > t y consideremos la martingala M cerrada por
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F € D2, A partir de las representaciones anteriores para M y F obtenemos
DtMv - DtEv[F] — Dt(E[F’fU]>
= Dy (E[F] + / ES[DSF]dWS)
0

~ DE[F]+ / DEL[D,FldWV,,
t

donde hemos usado D;F' = 0 para v < t y la derivada de una integral de Ito.
En forma similar

T
0
T
- DtEt[F] +/ DtES[DsF]dWS
t

Tomando la expectativa condicional en el momento v > ¢ de la tltima ex-
presién obtenemos

E,[D.F] = D,E,[F] + / D,E,[D,F|dW,.
t

Ya que las férmulas en el lado derecho de D, M, y E,|D,F’| coinciden podemos
concluir que D;M,, = E,[D,F|. Usando la definicién de M, también podemos
escribir

DtEv[F] = Ev[DtF} (7)

lo que quiere decir que el operador de la derivada de Malliavin y el de la
expectativa condicional son conmutables.

2.1.5 Derivada de Malliavin de un proceso adaptado

Sea U, (W) un proceso Fs-adaptado y supongamos que U,(-) € D2, Entonces
D,Us(W) es Fs-adaptado para todo ¢y

DU;(W) =0 para t > s. (8)

Esto es una consecuencia de la conmutatividad de la derivada de Malliavin
y la esperanza condicional, ya que

DU, (W) = Dy(ES[Us(W)]) = Es[DUs(W)] - 10,4 (2)

donde 1 4(t) = 0, comprobandose el resultado.
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2.1.6 La regla de la cadena del cdlculo de Malliavin

En la practica muchas veces necesitamos calcular la derivada de Malliavin de
una funcién de una variable aleatoria que depende de la historia. Como en
el cdlculo ordinario, la regla de la cadena también es aplicable en el cédlculo
de Malliavin. Sea F' = (F},..., F,,) un vector de variables aleatorias cuyos
componentes pertenecen al espacio D*? y supongamos que ¢ : R™ — R es una
funcién continuamente diferenciable de F' con derivadas acotadas (este tiltimo
supuesto se puede relajar en algunas situaciones). Por lo tanto ¢(F) € D2
y la derivada de Malliavin de ¢(F") es entonces

D(F) = Y 5 6(F) - DiF, )

donde g—i(F ) representa la derivada con respecto al i-ésimo argumento de ¢.
Nétese que d¢(F)/Ox; es un escalar, mientras que D;F; = (D}F;, ..., DIF)
es un vector.

Por ejemplo, en el caso de las integrales de It6o F(W) = fOT hydWy, y
¢ = ¢(F') obtenemos

D¢ = D[¢p(F)] = ¢'(F)DF = ¢(F)h

Dip(w) = & (F(w))hs.
Para cualquier w el lado derecho pertenece a L?[0,T]. Podemos considerar
a D¢ como una variable aleatoria con valores en L2[0,T]. Alternativamente
podemos considerarla como funcién de (t,w) y en este caso es un proceso
estocdstico. Escribimos el supuesto de segundos momentos finitos en este
iltimo caso como
D¢ = Dyp(w) € L*([0,T] x Q).

En el caso de los funcionales brownianos suaves la regla de la cadena es
particularmente simple, por ejemplo cuando s € (0,7 es fijo y ¢(W) = W2
para s fijo, obtenemos D;G' = 2W,1,<, usando resultados previos.

2.1.7 La regla del producto

Esta regla es corolario de la regla de la cadena aplicada a la funcién

Obtenemos para X,Y € D2
XY XY
D(X-Y) = %DIX L XY) ((93/’ )y (10)
z
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2.1.8 Derivadas de Malliavin de ecuaciones diferenciales estocas-
ticas

Para aplicaciones en finanzas es esencial calcular la derivada de Malliavin de
la solucién de una ecuacién diferencial estocédstica (EDE) o en otras palabras
un proceso de difusién. Los resultados del cédlculo de Malliavin presentados
anteriormente pueden ser usados para este propdsito.

Veamos primero el caso de procesos de difusion que dependen de un
movimiento browniano unidimensional. Supongamos que una variable de
estado X sigue el proceso de difusién dX; = p(X;)dt + o(X;)dW; donde
Xy estd dado y o(X;) es un escalar, o sea W es uni-dimensional. Como es
usual, se asume que las funciones p y o son medibles y permiten la existen-
cia de las soluciones a la EDE. Adicionalmente, si asumimos que estas fun-
ciones son continuamente diferenciables y que las respectivas derivadas son
acotadas (como mencionamos anteriormente este tltimo supuesto se puede
relajar algunas veces), el proceso X pertenecerd al dominio del operador de
diferenciacion, el conjunto D2, y por lo tanto la derivada de Malliavin estar4
bien definida.

Podemos escribir el proceso X en forma integral como

t t
X =Xo+ / wu(Xs)ds + / o(Xs)dWs.
0 0

Usando los resultados previos sobre las derivadas de Malliavin de integrales
de m, de Itd y la regla de la cadena, podemos verificar que la derivada de
Malliavin D; X, cumple

DX, = DX, + / (X)) Dy X pdv + / 90 (X)) D X, dW, + o(Xy),
t t

donde Ou, do denotan las derivadas parciales con respecto a sus argumentos.
Como D; X, = 0, la derivada de Malliavin cumple la siguiente EDE lineal

d(DXs) = [0u(Xs)ds + 0o (X )dWy] (D X5s)
para t < s, sujeta a la condicién inicial lim, ., D, X = o(X}).
Veamos ahora un caso mds general. Si X y u(t, X;) son vectores m X 1,

o(t, X¢) es una matriz m x d (W es un movimiento browniano de dimensién
d), t € [0,7], definimos X como la solucién de la EDE

t d t
X; = Xo +/ p(s, Xs)ds + Z/ oi(s, Xs)dW?,
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donde X estd dado, o;, 1 : [0,7] x R™ — R™, para 1 < j < d son funciones
medibles y o; denota la j-ésima columna de 0. Nuevamente asumimos que
las funciones o y p satisfacen las condiciones apropiadas para la existencia
de las soluciones a la EDE.

Ahora, si X es la solucién de esta EDE y sus coeficientes 0’;, =
1,...,m, son funciones continuamente diferenciables con derivadas acotadas,
entonces X; pertenece a D'? para todo ¢t € [0,7]. Utilizando los mismos
argumentos que en el caso unidimensional, encontramos que las derivadas
satisfacen las m x d EDEs

d s
DIX; = ai(t.X)+ Y [ (0w X)DixEdo
k=11

d s
+y / Aot (v, X,) DI XFaw!

k=17t

para j = 1,..d, « = 1,...,m. Estas EDEs pueden ser re-escritas en forma
diferencial y los resultados puestos en forma vectorial

d(D,X,) = [aM(S,XS)dS—l-Z@O’j(s,Xs)dWSj] (D, X,) (11)

Jj=1

para t < s, sujeto a la condicién inicial lims_; D; X, = o(X;). La derivada
de Malliavin Dy X, es la matriz de tamano m X d con elementos D; X, =
(D!X,,...,D!X,), donde DIX, = (DIX), ... DIX™Y, j=1,...d.

2.1.9 El proceso de primeras variaciones

La derivada de Malliavin de un proceso de Itd6 puede ser representada en
términos del proceso de primeras variaciones. Si X es un proceso de Ito
m-dimensional cuya dindmica estd dada por la EDE

dXt = M(Xt)dt + O'(Xt)th,

donde p y o son funciones continuamente diferenciables con derivadas aco-
tadas y Xy = = dado, entonces X pertenece a D*2. Llamamos a Y el proceso
de primeras variaciones asociado a X y lo definimos con la EDE

d
dY, = 0u(X)Yidt+ Y 90;(X,)Y;dW7,
j=1

%:Imy
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donde I,,, es la matriz identidad de tamano m x m. Se le llama proceso de
primeras variaciones porque mide el cambio en X ante perturbaciones en sus
valores iniciales

0X;
Y, = —. 12
T o (12)
La derivada de Malliavin de X estd dada entonces por
DX, =YY, 'o(Xi) 1<, (13)

para t > 0.
Verificamos este resultado como sigue. Diferenciando en el sentido de
Malliavin la dindmica de X con (4) y (3) o simplemente (11):

DX, = D, (/Osu(Xu)du)>+Dt (/Osa(Xu)qu>

— o)+ [ Du(X)du+ [ Do(X)aw,
y por la regla de la cadena (9)
DX, = o(X,) + / Ou(X,) Dy X il + / 00(X,) DX dW,
t t
Denotamos Z, = D; X, entonces el proceso Z satisface la EDE
Zy= 74+ /S ou(Xy) Zudu + /S 0o (Xy) ZydW,, s >t
t t

con Z; = o(X;). Los procesos Z e Y satisfacen las mismas ecuaciones diferen-
ciales estocdsticas, pero con condiciones iniciales diferentes. Por otra parte,
como X es adaptado, Z, = 0 para s < t. Existe por lo tanto una constante
¢ tal que Z; = pY;14>;. Esta constante se determina usando las condiciones
iniciales en t obteniendose ¢ = Y, '0(X;), y de donde se desprende (13).

La regla de la cadena (9), puede ser re-escrita en términos del proceso de
primeras variaciones. Tenemos que si ¢ es una funcién en R™, continuamente
diferenciable con derivadas acotadas entonces

Dip(X,) = 06(X,)YsY, ' o(Xi) i<,

y también

D; /O S ¢(X,)du = /t S 0p( XYY, o (Xy)du,
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Ejemplo: el modelo Black-Scholes En el caso de la difusién del tipo
encontrado en el precio de las acciones en el modelo Black-Scholes tenemos

@ = ,udt + O'th,
St

para t € [0,7] con Sy = s dado. El proceso de primeras variaciones viene

dado por

dY;
Tt = pdt + odW,,

t

para t € [0,7] con Yy = 1, y entonces

S
Y, = —t, P-c.s.
5

donde P-c.s. significa P-casi seguramente (o P-a.s., P-almost surely).
Por lo tanto D, St = STSt_l(JSt)-ltST = 0Sr-1;<r, resultado que coincide
con el dado anteriormente.

2.1.10 La férmula de Bismut-Elworthy-Li

Tomemos la EDE
dXt = ,LL(Xt)dt + O'(Xt>th

t € [0,T], con z = X, la condicién inicial. Sea ¢ una funcién en L?*(Q)
continuamente diferenciable, con derivadas acotadas y sea Y el proceso de
primeras variaciones de X, asumimos que ambos pertenecen a D'2. Como
consecuencia del teorema de convergencia dominada, y el de Taylor y La-
grange tenemos que el operador de diferenciacién es conmutable con el de la
esperanza

T B0 = B |2 (o) (14
- £, [a¢<XT)8;i T}

donde la segunda linea se obtiene de la regla de la cadena (9) y la tercera de
la definicién del proceso de primeras variaciones (12).
Asimismo por (13),

0p(Xp)Yr = Dyp(Xr)o(Xy)'Ys - Licr
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o también integrando sobre ¢ € [0,7] y notando que el lado izquierdo no
depende de t

1 [ .
8¢(XT)YT:T/O Dp(Xr)o(Xy) ™ Yedt

tomamos esperanzas y aplicamos la férmula de integraciéon por partes (5) al
lado derecho, asumiendo que (o(X;)~'Y;)’ pertenece al dominio de la integral
de Skorokhod 9

E,.[06(X7)Yr] = E, % /0 Dsqb(XT)a(Xt)lYtdt]

1

= E, _¢(XT) T /OT (a(Xt)—lyt)/éWt}

1

= E; |¢(X7)- T /OT (U(Xt)_lyt)lth}

donde la tercera igualdad se desprende del hecho de que (0(X,)~'Y;) es F;-
adaptado.
Usando (14) obtenemos la férmula de Bismut-Elworthy-Li

0 1

o7 Eelo(Xr)] = B [ob(XT) /0 ' (a(Xt)lyt)’th} (15)

que nos dice que las derivadas de las expectativas de ¢ pueden ser calculadas
como una esperanza ponderada de ¢,

9
ox

donde las ponderaciones vienen dadas por

E.[¢(X7)| = E; [p(X7)7]

1 [T I
T = ?/ (O'(Xt> E/t) th
0

Esta férmula resulta de gran utilidad para el cdlculo de las sensibilidades
de contratos contingentes, también llamados griegos, por métodos de Monte

Carlo.

2.2 Algunas aplicaciones a las finanzas

Resenamos dos aplicaciones del cdlculo de Malliavin a las finanzas, la primera
para el célculo de los “griegos” de contratos contingentes, tales como las
opciones, y la segunda, para el cdlculo de esperanzas condicionales.
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En la primera presentamos una técnica para el cdlculo de las sensibilidades
del precio de una opcién con respecto a sus diferentes pardmetros, también
llamados griegos. El resultado fundamental del enfoque del célculo de Mallia-
vin es que permite estimar los griegos por el método de Monte Carlo, no por
diferencias finitas como es generalmente el caso, sino por una sola esperanza:
la del pago del producto multiplicada por un peso independiente del pago.

En la segunda parte se plantea utilizar el cdlculo de Malliavin para obtener
una nueva representacion de las expectativas condicionales, que como es cono-
cido, tiene aplicaciones en la valuacién y cobertura de contratos contingentes.

2.2.1 Calculo del delta de contratos contigentes

Nos ocupamos a continuacién de una de las primeras aplicaciones del cédlculo
de Malliavin a las finanzas que aparecieron en la literatura: el calculo de
los “griegos” por simulaciéon de Monte-Carlo, como por ejemplo en Fournié
et. al. (1999), Kohatsu-Higa (2001, 2003) y Benhamou (2002). Discutimos
solamente el caso méas simple aqui para resaltar las ideas principales. En
el espacio de probabilidad (2, F, P) soportando un movimiento browniano
unidimensional W = (W});>0, sea (Fi)i>o la aumentacién de la filtracién
generada por W. Sea X; la solucién de la ecuacién diferencial estocdstica

dXt = M(Xt)dt + O'(Xt)th

con condicién inicial Xy = x, donde se asume que las funciones i : R — R
y 0 : R — R tienen primeras derivadas continuas y acotadas, y o estd
acotado desde abajo por una constante positiva. Para una funcién g, estamos
interesados en calcular la derivada

A= Blg(xr).

Cuando el proceso X = (X;):>0 es el precio de una accién, A es la sensibili-
dad del precio de una contrato contingente con pago g(Xr) con respecto al
precio actual de la accién. En la teorfa Black-Scholes-Merton, esta cantidad,
llamada el “delta” es el monto de la accién que un inversionista debe poseer
a fin de replicar el pago de la opcién.

Una complicaciéon en el cdlculo del delta es que el precio de la opcién
E [g(Xr)] raramente estd disponible como una funcién explicita de . En la
practica, a menudo aproximamos el precio de la opcién por simulaciones de
Monte-Carlo. Este método consiste en generar N copias independientes X:(,,")
de X7 para calcular el promedio empirico



que converge al verdadero precio de la opcién cuando N — oo. Desafortu-
nadamente, el error de aproximacién decae a una tasa N2, una velocidad
demasiado lenta como para implementar la diferencia finita

3 Do () o (x5)]

para un pardmetro pequeno €, donde X:gﬁ’(") denota la n-ésima réplica de
Montecarlo de X, con Xy = x.

El problema es que la diferencia Zn ) [ ( Xgre (n)) —g <X;’(")>] puede

no ser pequena, aun si € lo es, porque el error de Monte Carlo puede que no
sea pequeno. Esta dificultad es especialmente pronunciada si la funcién g
es discontinua, y este es el caso de ciertas opciones como por ejemplo las
opciones digitales.

Afortunadamente, la formula de Bismut-Elworthy-Li (15), que como hemos
visto es un corolario de la férmula de integracién por partes, nos proporciona
una variable aleatoria explicita 7, que depende de la dindmica de X, pero no
de la funcién de pago g, tal que

A = E[g(Xr)n].

Esta expresién nos conduce a la aproximacién de Monte-Carlo mejorada

1 N
~ E (n) (n)
A ~ N 2 qg <XT > T

cuyo error de aproximacién decae a una tasa N—1/2

de la opcion.

Hemos derivado este resultado, para el caso sencillo que g es diferenciable,
y con derivadas acotadas. Sin embargo, la férmula de Bismut-Elworthy-
Li se puede extender para cualquier funcién de pago g en L*(f), es decir
no necesariamente continua ni con derivadas acotadas pero con segundos
momentos finitos, mediante la desigualdad de Cauchy-Schwartz.

Como hemos visto, (15) nos da una expresién explicita para los pesos 7

, igual que para el precio

I .
™= = O'(Xt) Kth
T Jg

No hay ningin impedimento para la aplicacién de este método cuando X es
una difusién de dimensién finita d, d > 1 bajo una condicién de elipticidad
en el término de difusién o, siempre y cuando esta iltima sea invertible.
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Ejemplo: el modelo Black-Scholes Consideremos una opcién europea
con pago ¢(St), donde

dSt/St = Ttdt + Utth, SO = T.

con tasa libre de riesgo y volatilidad deterministicos, posiblemente depen-
dientes en el tiempo. Asumimos inf o; > 0. Enfoquémonos en z, el precio
spot. Para denotar Sy = x podemos escribir también S; = S7. Definimos el
proceso de primeras variaciones Y; = 057 /0x. Como

t t o2
Sy = rexp (/ osdW —I—/ (TS — —5) ds) ,
0 0 2

como antes, obtenemos con (13)

Ytzﬁ,OStST-
T

Aplicando la férmula de Bismut-Elworthy-Li (15), con o(S;) = 0,S; tenemos
que un posible peso de ponderacion 7 estd dado por la integral estocdstica
§[u] = fOT u;0W; donde

Y, 1
U = = .
t TO't St TI’O‘t
Por lo tanto como u; es F;-adaptado
1 [T aw,
T=— —_—
Tx 0 Ot

En el caso del modelo Black-Scholes con volatilidad constante ozg tenemos

Wr
T:CUBS

TBS =

Luego con r y opg constantes tenemos

0

—E[eTo(s5)] = F |eTo(5)

Wr

xopsT |

2.2.2 Cailculo de expectativas condicionales

En Fournié et. al. (2001), se presenté la aplicacién del calculo de Malliavin
para el computo de expectativas condicionales. Consideremos el problema
de calcular E [¢(X7)|X: = 2] por simulacién de Monte-Carlo, donde z es
un numero real y X = (X;);>o es un proceso con valores reales tal que la
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distribucién de la variable aleatoria X; es continua. Podemos pensar en
simular muchas realizaciones del proceso, y descartar todas las trayectorias
excepto aquellas tales que X; = x. Pero dado que la distribucién de X; es
continua, con probabilidad uno nos veremos forzados a desechar todas las
realizaciones del proceso. ;Qué hacer entonces? en otro caso ;jcémo simular
por Monte Carlo en el caso E [g(X7)|X; # z|?

Alternativamente, podemos pensar en el evento {X; = z} como una
condicién inicial, y por lo tanto debemos realizar una nueva simulacién de
Monte Carlo para cada = deseado. La ventaja del enfoque de Malliavin es que
en este caso, podemos obtener las esperanzas condicionales para x arbitrario,
con una sola simulacién. Esto proporciona un ahorro significativo de tiempo
computacional, lo que no sélo hace mas eficiente el proceso de valuacién, sino
que permite que el enfoque de Monte Carlo sea viable para ciertos contratos
contingentes complejos.

Sean ¢ y n variables aleatorias definidas sobre un espacio de probabili-
dad (92, F, P), y supongamos que la distribucién de n es continua. La idea
intuitiva es interpretar la expectativa condicional E [£|n = 0] como

E(en = 0] = 200

E5(n)]
donde d(x) denota aqui la funcién delta Dirac. La expresién anterior es
heuristica, pero puede justificarse con un argumento limite estdndar basado

en:
Blgly = 0] = lim A4Sk (]

N0 B [L_eo(n)]
A fin de usar el calculo de Malliavin, asumimos que el sigma-algebra F es la
complecién del sigma-algebra browniano y (F;):>o la filtracién generada por
un movimiento browniano unidimensional (W;);>¢ definido sobre (2, F, P).
Denotemos con D la derivada de Malliavin con respecto al proceso de Wiener,
y supongamos que £ y 7 estdn en D2,

Como la funcién delta §(x) es la derivada de la funcién unitaria de Heav-
iside definida con H(x) = 1zs01 ¥

H(z) = /_ Oo §(u)du,

podemos sustituir §(z) = 0H(x)/0z, y usando la regla de la cadena (9) con
DH(n)

obtenemos la expresién

5(77) - Dsl{n>0} (Dsn)_l

24



para todo s € [0, 7] tal que Dgn # 0.

En aplicaciones tipicas, hay un t € (0, 7] tal que 1 es F;-medible; es decir,
tenemos Dyn = 0 para todo s € (¢,T]. Asumimos entonces que D, # 0 para
casi todo (w, s) € Q x [0,t]. Integrando la expresién anterior

1 -
5(7]) = ;/ D51{77>0}(Ds77) ldS.
0

Por la férmula de integracién por partes (5) tenemos
1 t
Blggn) = [} [ €ba) Dty
0

1 /! _
= F {1{n>O}ZA f(Dsn) 1§Ws}

donde la integral estocdstica 0 es en el sentido de Skorokhod ya que el in-
tegrando es usualmente no adaptado. Combinando las férmulas anteriores
tenemos

E Loy} fy €(Dn) 1w, |
E |Lyopt [y (Do) 1W.|

Apliquemos ahora esta férmula a la solucién de una ecuacién diferencial
estocdstica. Sea X = (X;):>o el proceso que resuelve la EDE

E[¢n=0]=

dXt = M(Xt)dt + O'(Xt)th

con condicién inicial Xy = x. Tenemos D, X; = Y;Y; 'o(X,) para s € [0,1].
Reemplazando £ = g(X7) y n = X; — x en las férmulas anteriores tenemos

E [1{Xt>:c}% I g(XT)o(Xs)‘lléYflaws]
Eg(Xp)| X, = 2] = |

E [1pnat fy o(X,) V.Y W, |

La férmula anterior atin no es satisfactoria con fines de calculos computa-
cionales debido a que la integral de Skorokhod es dificil de calcular. Me-
diante una integracién por partes, las integrales de Skorokhod en la férmula
pueden ser re-expresadas en términos de integrales de Ito, ya que Yio(X,)™!
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es Fs-adaptado:

1 t t
L[ ey e = g(xnyt [ Yot o,

-/ D (g(Xe)Y ) Yao(X.) " ds

t
= (XY / Yoo (X)) dw,
0

- / D, (g(Xr)Y; )Y (X,) s,

Como D,(g(Xr)Y,™!) = ¢(Xp)YrY 'o(X,)Y, " — g(X7)DsY, ™! el compo-
nente final estd dado por la férmula

DY, = o(X)Y, Y, ZY: - Z,Ys) = Vo (X)
donde Z = (Z;);>0 es el proceso de segundas variaciones dado por la EDE
dZ; = (00(X4) Z; + 00 (X)) Y AW, + (0p( X)) Zy + 0P u(X,) Y2 dt

con Zy = 0. Asi como entendemos a la primera variaciéon Y; = dX;/dx
como la derivada de la solucién de la EDE con respecto a su condicién ini-
cial, entendemos a la segunda variacién de Z; = d?X;/dx? como la segunda
derivada.

3 El calculo de Malliavin en la teoria intertem-
poral del portafolio

En la teoria dindmica del portafolio, la relevancia del calculo de Malliavin
viene dada por la férmula de Clark-Ocone. La idea bésica es que en el enfoque
de martingalas, a ser presentado més abajo, la estrategia de portafolio viene
dada por una integral estocdstica que no tiene solucién en el caso general.
La idea de este enfoque surgié en un contexto de valuacién por ausencia
de arbitraje, donde las estrategias de replicacién de contratos contingentes
son dadas por una integral de It6 luego del cambio de medida prescrito por
el teorema de Girsanov. Las estrategias de portafolio y las de replicaciéon
de contratos contingentes pueden ser caracterizadas tanto en forma cerrada
como también con simulaciones de Monte Carlo justamente empleando la
férmula de Clark-Ocone del cdlculo de Malliavin.

A continuacién presentamos el problema de la eleccién éptima del portafo-
lio en un contexto intertemporal. La relevancia de la teorfa intertemporal del
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portafolio en las finanzas es que describe mejor el problema que enfrentan los
inversionistas de largo plazo, ver por ejemplo Brennan et.al. (1997). Luego
explicamos el método de solucién a este problema llamado el enfoque de mar-
tingalas, que constituye una innovacién importante con respecto a las técnicas
convencionales de programacion dindmica, pero que no obstante, no resuelve
en forma general el problema de hacer explicita la martingala que caracte-
riza la estrategia 6ptima de inversiones. Posteriormente mostramos cémo se
utiliza el calculo de Malliavin para derivar las reglas de portafolio éptimas
en funcién de integrales que pueden ser obtenidas ficilmente por medio de
simulaciones de Monte Carlo. Este método fue creado por Detemple, Garcia
y Rindisbacher (2003). Finalmente describimos la implementacién practica
de este método con funciones de utilidad de poder CRRA.

3.1 El problema del inversionista

Seguimos la formulacién intertemporal del problema del consumo y del portafo-
lio dada en Merton (1971). Una vez mds, modelamos la incertidumbre
mediante un espacio de probabilidad (€2, F, P) sobre el que se define un
movimiento browniano d-dimensional W = (W;)i>0, v sea (Fi)0 la au-
mentacién de la filtracién generada por W. El inversionista opera en un
mercado financiero sin fricciones en los cuales los precios de los activos y las
variables de estado siguen procesos de difusién conjuntos. El inversionista
tiene un horizonte finito [0, 7).

El mercado financiero tiene d activos riesgosos (acciones y bonos) y un
activo sin riesgo. El precio del activo riesgoso i, estd dado por

dS; = Sy [(1'(t,Yy) — 8'(, Yy))dt + o' (¢, Y;)dW]

con S} dado, i = 1,...,d, donde y’ es la tendencia o drift, 8% el dividendo
y o' el vector 1 x d de coeficientes de volatilidad y todos ellos satisfacen
las condiciones de regularidad requeridas para que la EDE exista y para que
S € D2, Estos coeficientes dependen de un vector kx 1 de variables de estado
Y = (Y!,...,Y*). El activo sin riesgo paga intereses a la tasa instantdnea
r(t,Y};), que también depende de las variables de estado. Por conveniencia
notacional escribimos i, para el vector d x 1 de retornos esperados riesgosos
en la fecha t y o, para la matriz d x d de volatilidades de los retornos.
Similarmente escribiremos r; para la tasa de interés. Asumimos siempre que
o es invertible, en otras palabras que los mercados son completos.

El sistema de precios que acabamos de describir induce en forma tnica
el vector de precios de riesgo de mercado de dimensién d: A, = (A}, ..., %)’
definido por \; = o; *(s;—7¢1) donde 1 = (1,...,1)" es el vector de unos de di-
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mensién d. Este vector captura la prima implicitamente asignada por el mer-
cado financiero a las varias fuentes de incertidumbre afectando la economia,
es decir, los movimientos brownianos. Por consiguiente, W* lleva una prima
A en el periodo t.

Asumimos que )\, satisface la condicién de Novikov £ [exp {% fOT )\;AgdsH <
oo, esto implica que el exponencial estocastico

t 1 t
E=exp|— [ =Nds— [ NdW,
2 S S
0 0

es una martingala positiva. Si no hay arbitraje existe la densidad de precios
de estado (DPE), y usando el activo que paga la tasa sin riesgo r como
numerario, esta viene dada por

t 1 t
& = exp <—/ (7’5+—)\;)\8)ds—/ )\'SdWS)
0 2 0

t t 1 t
= exp <—/ rsds) exp (—/ 5/\'8)\8ds —/ )\'SdWS)
0 0 0

que también puede ser expresada en forma relativa a un &,

6 = £, exp (— fov(rs + %A;)\S)ds — fov )\;dWs)
TG e (= i BN — [ XdW)

v 1 v
oo = €XD (—/ (rs + 5)\;)\3)615 — / )\;dWS) .
t t

Alternativamente podemos decir que &, con £, dado, resuelve la EDE

obteniendo

1
d, = ¢ <—rtdt—§>\;)\tdt—)\;th>

1

Esta densidad de precios de estado es el factor de descuento estocédstico usado
para valuar cualquier activo con flujos de caja autofinanciados y contingentes
en las fuentes de incertidumbre W y contiene un componente de descuento
por la tasa sin riesgo y un cambio de medida dado por el exponencial estocés-
tico. Que el exponencial estocéstico es un cambio de medida equivalente es
la conclusién del teorema de Girsanov. La importancia de este factor de
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descuento es que, para cualquier flujo de caja autofinanciado X, el proceso
£, Xy, t € [0,T] es una martingala bajo la medida de probabilidad fisica P,
o lo que es lo mismo, una P-martingala. El teorema de Girsanov nos da un
cambio de medida. Esto significa que podemos obtener la medida martingala
equivalente o medida neutral al riesgo (), mediante d@ = exp( fOT rsds)épdP,
bajo la cual exp(fot —rsds) Xy, t € [0,T] es una @-martingala. Bajo esta
medida, el valor de un flujo de caja autofinanciado es simplemente el valor
presente descontado por la tasa sin riesgo de aquellos flujos, tal como serian
valuados por un inversionista neutral al riesgo. La fuente de incertidumbre
en la nueva medida de probabilidad W = (VVtQ)tZO viene dada por

t
WE =w, — / Aods
0

Finalmente la DPE nos da los precios de las mercancias Arrow-Debreu.
Recordemos que estas mercancias nos pagan una unidad de consumo en una
fecha futura 7" en el estado de la naturaleza w, es decir su pago es 1r,,. Por
lo tanto su precio serd &, (w)dP(w).

Las k variables de estado Y = (Y'!,..., Y*)" afectan el conjunto de opor-
tunidades de inversién, es decir las medias y variancias de los retornos de los
activos y la tasa libre de riesgo. Los precios del riesgo de mercado y la tasa
de interés pueden ser elegidos como variables de estado, poniendo Y! = r
yYi = )N, j =1,...,d. Podemos incluir como variables de estado adi-
cionales el ratio dividendo-precio, tamano de firma, ingresos y otros factores
necesarios para describir los retornos.

La evolucién de las variables de estado estd dada por

dY, = p* (t,Y)dt + o (t,Y,)dW,,

donde pY (t,Y;) es el vector k x 1 de coeficientes de tendencia y o (¢,Y})
es una matriz £ x d de coeficientes de volatilidad, ambos cumpliendo las
condiciones de regularidad usuales, y Y estd dado.

En este entorno, el inversionista consume e invierte en activos. La riqueza
es el valor de los activos mantenidos en el portafolio. Denotemos con X; la
riqueza en el periodo t. Si m; es el vector d x 1 de fracciones de la riqueza
invertidas en los activos riesgosos, 1 — m;1 es la proporcién invertida en el
activo sin riesgo y ¢; el monto retirado del portafolio para consumo, entonces
la riqueza evoluciona de acuerdo a

dXt = (Xt'l"t — Ct)dt + Xtﬂ'; [(/Lt — Tt]_)dt + O'tth] ; t e (O, T) (16)

sujeto a una condicién inicial z.
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Consideramos inversionistas con preferencias von Neumann-Morgenstern
con separabilidad temporal que obtienen utilidad tanto del consumo inter-
medio como de la riqueza terminal. Un plan de consumo y riqueza terminal
(¢, Xr), donde ¢ = (ct)icpr) es evaluado de acuerdo al criterio de utilidad
esperada

T
max F {/ u(cy,v)dv +U(Xp,T)
0

Se asume que las funciones de utilidad v y U son estrictamente crecientes,
estrictamente céncavas y diferenciables. Suponemos para simplificar la dis-
cusién que se cumplen las condiciones de Inada: lim. .ou'(¢c,t) = limyx g
U'(X,T) = ooy lime oo t(c,t) = limx oo U'(X,T) = 0, donde u/(c,t) =
ou(c,t)/0cy U(X,T)=0U(X,T)/0X.

El objetivo del inversionista es maximizar
T
max F [/ u(cy,v)dv +U(Xrp, T) (17)
0

con respecto a (¢, m, Xr), ™ = (¢)eo,1], sujeto a las restricciones siguientes:

dX, = (rX;—c)dt + Xym, [(py — re1)dt + cdWy], t € (0,7)
¢ > 0,t€l0,T]
X, > 0,t€l0,T]
Xy dado

La primera restriccién es la restriccion presupuestal dindmica, es decir, la
evolucion de la riqueza dada una politica de consumo y de portafolio (¢, ).
La segunda restriccién captura la restriccién fisica de que el consumo no
puede ser negativo, ¢; > 0 para todo ¢ € [0,T]. La pemiltima estipula que
la riqueza no puede ser negativa. Esta restriccién tiene la naturaleza de una
condicién de no incumplimento de obligaciones.

Es bien conocido que el supuesto de utilidad marginal infinita en cero,
la condicién de Inada, asegura que el consumo 6ptimo es no-negativo y esto
garantiza una riqueza no negativa porque la riqueza es el valor presente del
consumo futuro. Por lo tanto, en este caso, las restricciones pueden ser
ignoradas en el problema de optimizacién. En ausencia de las condiciones
de Inada, las restricciones van a activarse y deben ser incorporadas en el
problema de optimizacion.

3.2 La formulaciéon de martingalas

A fin de resolver el problema dindmico de eleccién del consumo y de portafo-
lio descrito, lo reformulamos usando el enfoque de martingalas, que trans-
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forma el problema dindmico que acabamos de presentar como un problema
de optimizacién estdtico. Cox y Huang (1989) y Karatzas et al. (1987) han
demostrado que el problema estdtico equivalente al dindmico (17) es maxi-
mizar

max B [ /0 " e, v)du + U(XT)] (18)

C7XT

sujeto a la restriccién presupuestal estdtica

T
FE {/ &y Codv + §TXT} <u,
0

a las restricciones de no negatividad del consumo ¢; > 0, 0 <t < T y la
de consumo terminal X7 > 0. En esta formulacién el inversionista elige
el plan de consumo (¢, X7) sujeto a una restriccién presupuestal estdtica
y restricciones de no-negatividad en el consumo y Xy > 0. La restriccion
presupuestal estipula que el valor presente del plan debe tener como cota
superior a la riqueza inicial. En otras palabras el valor presente de los gastos
no puede exceder el valor de los recursos iniciales.

Para demostrar la equivalencia de (17) y (18) tenemos que comprobar
que si (¢, m) son admisibles en el problema dindmico, es decir satisfacen las
restricciones de (17), entonces ¢ es una estrategia admisible para el problema
estético (18), y adicionalmente, si ¢ es una estrategia admisible para (18),
existe 7 tal que (¢, 7) son admisibles en el problema (17 ). Como las fun-
ciones objetivo en ambos problemas son las mismas basta comprobar que
una estrategia admisible en un problema también es admisible en el otro y
viceversa.

Esta demostracion es particularmente sencilla usando métodos proba-
bilisticos. Para la primera parte, supongamos que X > 0 y ¢ > 0, entonces
£Xe + fot €,csds > 0 para todo ¢t € [0,7]. El término &,X; + fot £4Csds es
una martingala local positiva lo que implica que es una supermartingala por
el lema de Fatou, ver IV.1.46 en Revuz y Yor (1999). Se desprende que
El¢r X + fOT £,csds] < x lo que implica que ¢ es admisible en el problema
estatico.

Para la segunda parte escribimos

T T t
E; [/ £,csds +§TXT] = FE; [/0 £qceds + ETXT} - /0 & csdv
t

T t t
= Ly {/ £ csds —i—fTXT} —i—/ D AW —/ £ csds
0 0 0

T t t
€.X, = By { / éscsdszXT} i / oW, — / £ cods
0 0 0
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para algtin (¢;),c(o 7. Por la condicién de admisibilidad de c en (18) tenemos
que

t t
& X —/ ,csds = 2 +/ ¢ AW
0 0
T T
= z+ E; [/ & csds + STXT] — Ey {/ Escsds + & X
0 0

T
_) [ | s + éTXT}
0

de donde &, X; > Et[fOT £.c5ds + EpXr] > 0, es decir X; > 0 para todo
t € [0,T] debido a que &, es una martingala positiva, y esto prueba que
existe un 7, obtenible de ¢, con

Xomy = MXy(0) 7+ & oy (00) 7 (19)

tal que (c, ) satisface las restricciones del problema dindmico (17). Expli-
caremos c6mo se obtiene (19) luego.

El problema estdtico es un problema de optimizacién restringido que
puede ser resuelto formando el Lagrangiano

Qe, Xr,y) = E [/OT u(cy, v)dv + U(XT)] +y <x - F [/UT &pendv + ETXT}> :

donde y es el multiplicador positivo de Lagrange para la restriccién pre-
supuestal estdtica y buscando el punto de ensilladura, es decir resolviendo

min max c, X .
y>0 czo,XTon( X1, y)

El multiplicador representa el precio sombra de la restricciéon presupuestal.
El problema de optimizacién de Lagrange es resuelto en dos etapas, primero
ignorando las restricciones de no negatividad ¢ > 0, X1 > 0, luego verificando
que la solucién derivada satisface las condiciones requeridas.

El proceso ¢, y la riqueza final X; son 6ptimos si no existe un proceso
A = (Ap)iepo.n tal que Q(c + €Ay, Xp + eAr,y) > Q(c, Xr,y), para algin e.
Las condiciones necesarias vienen dadas en consecuencia por

8Q(C + EAta XT + EATa y)
Oe

=0

e=0

para cualquier A. Esto nos dd

aQ T T
E = K [/ U,<Ct, t)Atdt + U/(XT)AT:| - yE |:/ gsAst + §TAT
0 0

e=0

- 5[ Sl ent) - VE)At] + EI(U'(Xr) - yér) Ba]
=0
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Como Ay, t € [0,T] es arbitrario (posiblemente no cero) tenemos que las
condiciones de primer orden para el problema de optimizacién de Lagrange
y por lo tanto para el problema estético son

u(et) = y&,0<t<T
U,<XT) = ygTa

T
E{ / svcvdv+§TXT} < @
0

y muestran que el consumo 6ptimo es elegido de tal forma que la utilidad
marginal de una unidad adicional de consumo se iguala al costo marginal.
Este 1ltimo es dado por la densidad de precios de estado ajustado por el
precio sombra de la restricciéon presupuestal. Estas condiciones son también
suficientes debido a la concavidad estricta de la funcién de utilidad.

A fin de resolver el sistema de condiciones de optimalidad, denotemos
como [(y,t) y J(y,T) las inversas de las funciones de utilidad marginal
(e, t) y U'(Xp,T), respectivamente. La concavidad estricta de las fun-
ciones de utilidad nos asegura que estas funciones inversas existen y que son
tnicas. Como las utilidades marginales van de 0 a oo las funciones inver-
sas estdn definidas sobre los reales positivos. Nuestros candidatos para las
corrientes de consumo y la riqueza terminal éptimos estdn dados por las
funciones

G = [(ygta t)?
Xr = J(y§T7T)~
Sustituyendo estas expresiones en la restriccién presupuestal en forma de
valor presente muestra que y satisface la restriccién presupuestal asociada

E [fOT EJ (e, v)dv + EpJ (Y€, T)] = x. Dado que las inversas de las fun-

ciones de utilidad marginal I(-,-) y J(-,-) son estrictamente decrecientes y
van de +00 a 0, hay una solucién dnica y* y esta solucién es estrictamente
positiva. Las politicas éptimas candidatas estdn dadas por estas funciones
evaluadas en y*. Como las funciones I(-,-) y J(-,-) son estrictamente positi-
vas, estas politicas son en efecto 6ptimas para el problema restringido.

Con las expresiones para consumo y riqueza terminal éptimos es facil
derivar una férmula para la riqueza 6ptima. De hecho, la riqueza representa
el valor presente del consumo futuro y por consiguiente, viene dada por

T
Xi=E, [ | udtre oo e T) (20)

para todo ¢ € [0,7]. Dado que las funciones de consumo ¢ = I(y*,,t)
y X; = J(y*&p,T) son no negativos, queda claro que la riqueza 6ptima
satisface la restricciéon X; > 0 en todo momento.
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3.3 El portafolio 6ptimo con cdlculo de Malliavin

La politica 6ptima del portafolio es la estrategia de inversiones que financia
la corriente 6ptima de consumo intermedio y la riqueza terminal también
6ptima. En otros términos, es el portafolio que genera el proceso 6ptimo de
riqueza. Sea X* el proceso de riqueza 6ptima, si no existe arbitraje £, X; es
una P-martingala y X; es una ()-martingala, donde @) es la medida mar-
tingala equivalente. El portafolio 6ptimo corresponde al integrando en la
representacién por martingalas de la ()-dindmica de X*, es decir del proceso
o6ptimo de la riqueza descontado, es decir

AX} = ¢, dWE 6 de, X} = ¢,dW,.

Como mencionamos anteriormente el portafolio 6ptimo es el que financia el
proceso de la riqueza 6ptima. Bajo @), el proceso de la riqueza 6ptima es
una martingala porque es auto financiada y por lo tanto la estrategia de in-
versiones viene dada por la volatilidad de la Integral de It6 en su dindmica.
Llegamos a la misma conclusién examinando la demostraciéon de la equiva-
lencia entre el problema original dindmico (17) y el problema estatico de la
formulacién de martingalas (18), donde se concluye que (19) es decir que
el portafolio éptimo 7 viene dado por la volatilidad de la integral de It6 ¢.
Equivalentemente obtenemos que el portafolio éptimo es la volatilidad en una
integral de It6 simplemente aplicando el teorema de Girsanov a la restriccion
presupuestal dindmica (16) resultando en

dX; = X o dWP.

Vemos que para obtener una férmula cerrada para el portafolio éptimo
debemos encontrar una expresion explicita para ¢, pero el enfoque de martin-
galas no nos la proporciona en general. La férmula Clark-Ocone del célculo de
Malliavin nos permite justamente resolver este problema. La férmula Clark-
Ocone, proporciona una expresién para este coeficiente de volatilidad ¢, y
puede ser aplicada para concluir que X;7}'o; = DX/, es decir, la derivada
de Malliavin de la riqueza éptima. Basta entonces calcular D, X} a partir del
proceso de de riqueza éptima para derivar la férmula del portafolio.

Una renormalizacién del proceso de riqueza éptima simplifica este cdlculo.
Consideremos el proceso de riqueza descontada §,X;. Como &, es el factor
de descuento estocdstico, {,X; es una P-martingala. Ademds, por la regla
del producto del cdlculo de Itd, una simple consecuencia del lema de Ito, su
coeficiente de difusion es &, X} (7o, — \}):

d(§Xy) = §dXi + X[dE, +d[§, X7
= X/ o dW; + X[ (—ENdW)
= §X{ (erat - )‘;) dW,
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verificando de esta forma (19): basta igualar ¢, = £, X; (7’0, — \}) para
obtener el resultado.

Antes de aplicar el célculo de Malliavin a &, X; debemos verificar si estd
en el espacio D12, lo que se desprende de la regla del producto del célculo de
Malliavin (10) y del hecho que ambos &, y X} estdn en D2, Se concluye inme-
diatamente por el cdlculo de Malliavin (4) que &, X/ (7)o, — \;) = Dy(€,X]):
aplicando sucesivamente la férmula de Clark-Ocone (6), la propiedad de con-
mutatividad de la derivada de Malliavin y esperanzas condicionales (7), y
recordando que §,X; es una martingala

axi = Blex;+ [ EIDAEXIE W,
- B+ [ DBEXIE) W,
= BN+ [ Dexsaw,
- /0 DL(EXa,
Despejando 7* obtenemos la siguiente expresion para el portafolio 6ptimo:
T = (o) A+ (6X7) T (o) (D& X))

donde .
6X7 = { / €1y €, v)do + Epd (4", T) | -

En esta expresion ¢ = I(y*¢,,v) representa el consumo optimo y Xj =
J(y*&p,T) es la riqueza terminal éptima. Aplicando ahora sucesivamente la
conmutatividad de D, y la esperanza condicional (7), aplicando D; a una
integral de Riemann (3), la regla del producto (10), y la regla de la cadena
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T
Dy (& X)) = Dy (E /t &,(u) Ty €y, v)do + Ep(U) " (y"er, T)|F

)

[ T
- E|D, (/t fv(u’>‘1(y*£v,v)dv>+Dt(£T(U’)‘1(y*€T,T)) | Ft

= E /t Dy (&,(u) " (y*¢,,v)) dv+ Dy (§0(U') Ny &p, 7)) |ft]

= B[ D )0+ D) ) do
D (U 6 T) + € D1 ((U) 0760 7)) 7]

T
= F /t (thv . (u/)fl(y*ng) +&,- % ((U/)il(y*fv,v)) . y*thv> dv

0
+D&p - (U’)_l(y*§T7T) +&r- X ((U’)_l(y*fT,T)) 'Q*Dt§T|ft]

= F

T
/Z@%wW@M+@W&jW@44
t

T
Dy(§,X7) = Ey [/t Z1(y*E,,v) Di€, dv + ZQ(y*§T7T>Dt§T:| , o (21)
donde

2060 0) = 16 0) 6T ) = (1- s ) @)

Loy €n T) = J €. T) + '€ (y6r, T) = X; (1 - m) L (23)

donde I'(y*¢,,v), J'(y*¢,,T) son las derivadas con respecto al primer argu-
mento y*¢ de las inversas de las funciones de utilidad marginal y R, (z,v) =
—u"(z,v)x /v (z,v), Re(X,T) = =U'(X,T)X/U'(X,T) son los coeficientes
de aversién relativa al riesgo u”(c,t) = 0?u(c,t)/0c* y U'(X,T) = 0*U(X, 1)
/OX?. Similarmente, de la definicién de factor de descuento estocéstico

v 1 v
£, = exp (— / (rs + =M\ )ds — / )\'SdWs>
0 2 0

obtenemos, aplicando la regla de la cadena (9), la derivada de Malliavin de
una integral de Riemann (11), la de una integral de It6 (4), la regla de la

36



cadena nuevamente

né. = (oo [ (e pr) o [ )
< ([ () oo ([ )
- (/ (Dyry 4+ XDy )ds+Dt</0 /\gdWS))

= _Sv (/ (Dt/r.s + )\sDt)\s) ds + / dWSI : Dt)\s + )\2)

t t

Y0 0
= — —r(s.Y- r =
&, </t (ayr(s )+ Asay)\(s Y)) D,Y.ds
9,
dW! - —X(s,Ys)D;Y, + A,
b [ oA v )
donde 7(s,Y;s) es el gradiente de r con respecto a Y

9, 0 0
" r(s,Y;) = (8—%7‘(8,}@), ce 8—%7’(8,}/5)) :

yaiy)\(s,Ys) es la matriz d x k
(aA(Sy)) i=1,....dyJ k
A Ni\oyLs yot=1L1L...,ayj=1,..., K.
8yj

Esta ecuacion puede ser re-escrita como
Dtgv = _gv(Hf{,v + A;)

con
H —/U 0 Vas) + XAy s) ) DiYad +/ i’ L., DY
to ] 8Y 595 saY sy S t¥saS ] (‘9Y 5 S tls-

La derivada de Malliavin del proceso de difusiéon D,Y; se calcula de la expre-
sién
Y, = Yo+/ u}jdv+/ ol dW,
0 0

S d S
— Y0+/ u{dv+2/ o) (v,Y,)dW),.
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y aplicando la regla de la cadena (9), y la derivada de Malliavin de un proceso
Fs-adaptado (8)

DY, = DtY0+/ Sy H 1Y (v, Y)DtdeJrZ/ oy oY (v,Yy) DyYodWjp+0¥ (t,Y7)

obtenemos D,Yy = 0, y que se satisface la ecuacién diferencial estocdstica

0
DY, = —=p Y (s, Y)DtYderjZlaY Y (5,Y,) D, Y. dWj,
B Y(s,Y,)d +Z Y, AW, | DYy
- ay/‘l’ S S 8Y j S Js tdsy
DY, = o"(t.Y)).

donde la tltima ecuacién denota la condicién inicial lim,_; D;Y, = oY (t,Y;),

y %MY(S, Y;) es la matriz
().
O /1= .

Sustituyendo estas derivadas en el portafolio 6ptimo (21), reagrupando tér-
minos y simplificando encontramos la férmula cerrada del portafolio:

T
Dy(§, X)) = E [/t Z1(y*&,,v) D€ dv + ZQ<y*§T7T>Dt§T|ft1

T
_F [ / 21y ,s0) (=€, (HLy + A)) dv
+25(y &, T) <_5T (Hz;,T + AQ)) ‘]:t]

r pT
- r / fvzl(y*ﬁv,v)dv+€TZz(y*€T7T))'Aim}
- T
—E / szl(y*fv,v)Hé,vdv+€T22(y*€T,T)H£,T\ft}

r T
=l @,Zl(y*m)dv+5Tzz<y*5T,T>>\ft]~X

r rpT

) / £UZI (y*fvv U)Hzg,vdv + 5TZ2<y*€T7 T)Hg,T|]:t:|
LSt

= & (Xim'oy — X7NY)
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T
imor— X{N = —F [/ §t.0Z1(yY 6y, v)do +§t,TZ2(y*§T,T)\3’:t] A
t

T
B { | st i+ entier, T)Ht’,Tlft}
t

o equivalentemente
T
xinpo = (%0 -8| [ gt + 6 zatienDIR| ) X
t
T
B | [ 6l 0 o + a2 € DI (20)
Usando la definicién de X; (20), la de Z; (22) y Zs (23),
X |:/ Stvzl Yy va )d'U +€t TZQ(y €T7 )|Ft:|
= {/ ftu 3/ ¢, v)dv + ft,T(U/)l(y*fTaT”ft]
5[ e+t TIA]

= |:/ gtv , y 51}7 ) Zl(y*fvﬂ))) dv
+5tT I) (y €T7 ) ZQ(y 5T7 )) ‘ft]

- —E[/ € (076) () (5 )
Hor - 06r) - U 0En T
Sustituyendo en la expresion para X;m¥o, (24):
Xirio, = -E| / o (€)oo () (76, )
o (Y &) -

o) <y*fT,T>m] oY

E { / 0o 2y Es 0) HL o + €01 2oy, T)H;,Trﬂ] -
t
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Multiplicando por la derecha (o;)~! y trasponiendo
r 9,
xiwt = B[ [ 6 07€) ) g
. c
9,

o (U€r)  5w (U)W e, TIF 10 N

X
T
—(o)'E [/ §i0 21 (Y &y V) Hywdv + &, 0 Zo(y &, T) Hyr| Ty
t

Concluimos que en el problema consumo-portafolio, la politica éptima de
consumo es ¢ = I(y*¢,,v) y la riqueza terminal 6ptima es X7 = J(y*&p, T).
La politica 6ptima de portafolio tiene la descomposicion X7y = X [n}, + 735,
donde 77, es la demanda en media-variancia y 75, la demanda de cobertura
intertemporal. Las dos partes estdn dadas por

T
X/myy = —E [/t oW EN (Y7, v)dv + §t7T(y*§T)J'(y*§T7T)] CARPY

T
Ximy = —(01) " E; [/ §10Z1(Y 8y v) Hepdv + ft,TZ2<y*§TaT)Ht7T:| :
t

Lariqueza 6ptima estd dada por X; = E; [ftT §e ol (Y €y, v)dv + & (Y™ €, T)} .

El portafolio éptimo se puede descomponer en dos partes. La primera, 77,
es un componente media-variancia motivado por las propiedades locales de los
retornos de los activos que estdn incorporados en los dos primeros momentos
instantaneos. Es el portafolio miépico que resultaria de resolver un problema
estatico de Markowitz con un horizonte infinitesimal. La segunda parte,
75, es una demanda de cobertura intertemporal, tal como estd definida en
Merton (1971). Este componente estd compuesto de una cobertura de tasa
de interés y una cobertura del precio de mercado del riesgo. La aparicion
de estas dos coberturas se desprende del hecho que el factor de descuento
estocdstico (FDE) estd determinado por 7 y A. Como el consumo 6ptimo y
la riqueza terminal son funciones del FDE el inversionista tratard de hacer
cobertura contra fluctuaciones en estas cantidades.

3.4 Aplicaciéon para funciones de utilidad CRRA

Para el caso de aversion relativa al riesgo constante el portafolio se simplifica
como sigue: supongamos que el inversionista posee aversion al riesgo relativa
constante R > 0 y tiene factores de descuento subjetivos 1, = exp(—/t)
donde 3 es una tasa de descuento constante. La politica de consumo 6p-
tima y la riqueza terminal 6ptima estdn dadas respectivamente por ¢ =
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(y*&,/n,) VR y X& = (y*ép/np) VB, La politica de portafolio 6ptima esté
dada por X/7} = X[[r}, + 75,] donde

X*

Xy, =
t 1t
R

( ) 1)‘157

Ey [ft & UUI/RHt wdv + & T77t T Ht T]

Xy = _X;P(Uz/t) !
E, [ft £ unl/RdU + gt Tn;/TR]

conp=1—-1/R.
Para verificar esta férmula, sustituimos la funcién de utilidad en las politi-
cas 6ptimas. Recordemos que la funcién de utilidad de potencia

ue,t) =me /(1 - R)

' U(X,T) =ny X'77/(1 - R),

con 7, = exp(—/ft), obtenemos
& = Iy &,v) = (y&,/n,) "
Xy = JWénT) = (y*fT/nT)_l/R,

calculamos la expresién intermedia
y*gvll(yéva U) = _(1/R) (y*gv/nv)il/R = _<1/R)[(y*€v7 U),

y*fTJ,(?/f%T) = _(1/R)(y*€T/77T)_1/R = _(1/R)J(y*€T>T)a
es decir 5 )
* N—1 * X
(y gv)&(u) (y §v7v) - RCU
a N — * 1 *
(y*ﬁT)a—X(U) Yy*¢p, T) = _EXTa

sustituyendo en

Ximl = {/ ftv y*E,) 8_ u')_l(y*gv,v)dv

+€t,T (y*fT) aX

0 N N
)iy @Tﬂﬂ} ()

1 T * * N\—1
= EE St,vcvdv+€t,TXT’ﬂ (00) ™ A

t

1 L
EX:(O't) 1)\15-
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usando la definicién de la riqueza como valor presente del consumo futuro y
la riqueza final. Los procesos Z1(y*¢,,v) v Z2(y*¢r, T) pueden también ser
escritos en forma cerrada

atren = (1- )

Zo(y*er, T) = X7 <1 - %) :
o Zl(ygw ) (1 - 1/R) (yfva ) ZZ(yfTa (11 - 1/R y’STa )

Sustituimos en la férmula para 73, con p =

Xiny = —(o)7'E

T
/ ft,le (y*gva U)Ht,vdv + gt,TZQ(y*gTv T)Ht7T|Ft]
t

= —plo})"'E

T
/ §t,vC:Ht7’0dU + ft,TX;“Ht,TL}-t]
t

= —plo)'E

T
/ gt,v(y*fu/%)_l/RHt,vdU + gt,T(y*fT/UT)_1/RHt,T|ft]

= —p(o) (W& me)” iE

/ §tv771/ Htvdv"‘ftTT}tTHtT'ft]

— X' (o)L [ft 134 unl/RHt vd”+§t T77tT " H, T|Ft}
= e p(oy) (Y & m) ™ X;

:7\

B & ml Hewdv + €0 gy el 7

=

= —X;p(o})™? *ft i)
£ploy) Ty /) E [ft §0(YE, /nv)—l/RdU+ft7T(y*§T/77T)_1/R|ft}

[ff & wl/RHt vdv + &7 T77t T CH, T‘ft}

E ([T & mi v+ qni 7]

= —Xiplo)!

3.5 Implementacién de portafolios intertemporales

A fin de implementar computacionalmente la férmula del portafolio que
acabamos de calcular, necesitamos calcular las expectativas condicionales que
aparecen en los términos de cobertura. Estas expectativas condicionales se
toman sobre las variables aleatorias ¢, ,,, H;, que en general serdn funcionales
dependientes en la historia de las variables de estado Y y sus derivadas de
Malliavin D,Y,. Esta complejidad en la estructura de las coberturas natu-
ralmente sugiere el uso de simulaciones de Monte Carlo con el propédsito de
calcular las politicas éptimas de inversion.
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El enfoque de simulacién consiste en lo siguiente. Primero, notemos que
la demanda de cobertura puede ser escrita en la forma

* I\— E F7
T3 = —p(0) IE:[[G_L;;]]’

donde Fyr = Ffr + Fi'r y Gir = Gi 7 + Gir, con

FtcT = / ft 377t Ht sds'y FfT = ft T771/RH T,

[C— 1/R 1/R
Gt,v / 52577/ dSyGtT—ftTn/
t

Para calcular 75 escribimos las variables aleatorias que aparecen en las cober-
turas como un sistema conjunto (Y,, D;Y,,, K, ,Hy ,, FS), donde

v 1
K, = / (rs + 5/\;)\8)(15 +/ ALdW,
t t

- / Or(Y,, ) D,Yids + / NONY,, 8)DyYids + / AW - ON(Y,, ) D,Y,
t t t

y &.» = exp(—Ky,). Por el lema de Ito6 podemos escribir la dindmica del
sistema, como

1
dKy s = (rs + §A;AS> ds + X, dW,
dH; , = or(Ys, s)Dtsts + (AW, 4+ MYy, s)ds) NV, s) D,Y,
t s gt snl/RHt st
dGs, =& i ds

con condiciones iniciales K;; = 0, H, = 0, FY, = 0 y Gf, = 0, junto con las
ecuaciones diferenciales estocdsticas para (Y;, D;Y5).

Luego, simulamos M trayectorias de las soluciones a estas ecuaciones.
Esto puede ser llevado a cabo usando varios esquemas de discretizaciéon como
el de Euler o el de Milshtein. Sea N el nimero de puntos de discretizacion
en el tiempo en el esquema elegido. Esta simulacién nos d4 M estima-
dos {(YN', DYy, K[ HY L FEN GoNY): s € [, T} de las trayectorias

s ) t,s t,s
{(Ys, DiYs, K s, Ht,s, tS,Ggs): s € [t,T]}. De los valores terminales de los
procesos simulados construimos M estimados de las variables aleatorias F
y Gir en la demanda de cobertura. Promediando sobre estos M valores

obtenemos los siguientes estimados de la demanda de cobertura

M N,i
1 M Z’L 1 -1 Zi:l F’t,TZ

N M  ~N;i'
M Zi:l Gt,TZ Zi:l Gzt,TZ
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Las propiedades de este estimador se estudian en Detemple, Garcia y
Rindisbacher (2003), donde se demuestra que la precisién del estimado de-
pende del nimero de replicaciones de Monte Carlo M y del nimero de puntos
de discretizacion en el tiempo N. La convergencia al valor verdadero es a
la tasa 1/ VM siempre y cuando el ratio v/M /N se mantenga constante, es
decir cuando M y N se incrementan al mismo tiempo pero haciendo que el
ratio v/ M /N permanezca constante). Para una sola replicacién de Monte
Carlo, el esquema de Euler converge débilmente a la tasa 1/ V/N.

4 Conclusiones

El presente documento ha tenido como objetivo presentar las ideas bésicas del
célculo de Malliavin en una forma didédctica y orientada hacia los especialistas
en finanzas. Hemos visto que las reglas béasicas de célculo de Malliavin, junto
con la férmula de integraciéon por partes de la que se desprende la férmula
de Bismut-Elworthy-Li, permiten perfeccionar el método de simulacién de
Monte Carlo que es de amplio uso en la valuacién de contratos contingentes
entre las instituciones financieras en el mundo.

Asimismo la presentacién en este trabajo de la teoria intertemporal del
portafolio permite concluir que la férmula de Clark-Ocone complementa muy
bien la teorfa estdndar de valuacién basada en martingalas, asi como el
método de optimizacién dindmica denominado enfoque de martingalas. En
este 1ltimo caso, el célculo de Malliavin permite obtener férmulas en forma
cerrada para el caso multidimensional, que pueden ser implementadas com-
putacionalmente mediante el método de Monte Carlo.
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