CAPITULO 3
LA CONTROVERSIA SOBRE LA TEORIA DEL CAPITAL
Y LA TEORIA DEL CRECIMIENTO

La controversia sobre la teorfa del capital y la funcién de produccién fue iniciada por
Joan Robinson con su articulo «The Production Function and the Theory of Capital»
(1953-1954). La autora cuestiona la forma de medir el factor de produccién capital
(K) en la funcién de produccién agregada neocldsica. La controversia se da entre
los economistas mds importantes de las universidades de Cambridge (Inglaterra) y
Cambridge (Estados Unidos). Participan en este debate, que dura cerca de dos décadas
(cincuenta, sesenta y parte de la década de los setenta), economistas importantes como
Joan Robinson, Richard Khan, Robert Solow, James Meade, Paul Samuelson, Pierangelo
Garegnani, Luigi Pasinetti y Anwar Shaikh, entre otros.

Eran anos de crecimiento econdémico significativo y de reducciones notables de
las tasas de desempleo. El periodo es conocido como el del Golden age del capitalismo
(Madison 1991). En su libro 7he Conscience of a Liberal (2007), Paul Krugman senala,
refiriéndose a los Estados Unidos, que fue un periodo caracterizado por una coalicién
sociopolitica que hizo posible el Estado del Bienestar con organizaciones fuertes de los
trabajadores y salarios reales que evolucionaban en consonancia con la productividad.
Este hecho histérico puso en tela de juicio la proposicién neocldsica segin la cual la
distribucién del ingreso se determina en el mercado libre, por la interaccién de la oferta
y la demanda de factores.

Los textos conocidos de crecimiento econdémico no incluyen el contenido de esta
controversia, no obstante que ella se produce precisamente en el marco de los mode-
los que utilizan la funcién de produccién neocldsica. Se sabe, ademds, que la teorfa
neocldsica del crecimiento es también una teoria de la distribucién. Segtin esta teorfa,
los precios y cantidades se determinan simultdneamente y la distribucién del ingreso
es un caso particular de la teorfa de la oferta y la demanda.

En este capitulo presentamos un recuento de la controversia en torno a la teorfa del

capital. Primero se presenta los resultados de la teoria neocldsica, los cuales se resumen
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en las pardbolas neocldsicas. La segunda seccién aborda las criticas de Joan Robinson
a la teorfa neocldsica del capital y las criticas de Pierangelo Garegnani a la teoria de la
productividad marginal. Tercero, se expone el intento de Paul Samuelson de validar la
funcién de produccién neocldsica y sus principales errores. La cuarta seccion presenta
la respuesta de Robert Solow y la critica de Edward Nell. Finalmente, a modo de con-

clusién se senala los principales aportes de la controversia sobre la teoria del capital.

1. LA TEORIA DE LA DISTRIBUCION Y LA FUNCION
DE PRODUCCION NEOCLASICAS

De acuerdo a la teoria neocldsica, los precios relativos de los productos, las cantidades
de los productos y la distribucién del ingreso (producto) se determinan sobre la base

de los siguientes datos:

a) Sistema de preferencias
b) Conjunto de técnicas disponibles

¢) Cantidad o dotaciones de factores productivos disponibles

A partir de estos datos, que son independientes o exégenos, se determina el equi-
librio en todos los mercados, incluyendo el de factores productivos. La competencia
genera una tendencia a la plena utilizacién de la capacidad productiva y de todos los
factores.

La teorfa neocldsica tiene una particular concepcién del proceso productivo. La
cantidad de un factor varfa inversamente con sus precios relativos, debido a:

1) Laexistencia de la posibilidad de sustituir por parte de los consumidores bienes

que requieren factores productivos en distintas proporciones.

2) Para cualquier nivel de conocimientos técnicos, la existencia de la posibilidad

de obtener el mismo producto con proporciones diversas de factores.

Para explicar la sustitucién en el consumo partamos de los datos a) y ¢). Supon-
gamos que en la economia se producen un bien de consumo A y un bien de consumo
B, y que, en el primero, la cantidad de trabajo por unidad de producto es mayor que
en el segundo (o que la cantidad de capital por unidad de producto es menor que en
el segundo). Si, partiendo de una situacién de equilibrio, se genera, por alguna razén,
un exceso de oferta del factor trabajo, la competencia entre los trabajadores dard lugar
a una reduccién de la tasa de salarios. Con la disminucién de los costos salariales en
el sector productor del bien de consumo A, también disminuird el precio relativo de
este bien puesto que posee una mayor cantidad de trabajo por unidad de producto que

el sector que produce el bien de consumo B. La disminucién de este precio relativo
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incrementard la demanda relativa del bien de consumo A, es decir se producird una
sustitucién en el consumo de B por A.

Pero la historia no termina aqui. Para satisfacer la demanda incrementada de A los
productores respectivos de este bien, aumentardn la produccién de A en relacién a la
produccién de By, por lo tanto, aumentardn su demanda relativa de trabajo hasta que
se igualen la oferta y la demanda, tanto en el mercado de trabajo como en el mercado
de bienes de consumo.

De lo anterior se deduce que hay una relacién inversa entre la demanda de un factor
y su remuneracién. Como ha aumentado el uso del factor trabajo, en el nuevo equilibrio
la relacién capital-trabajo serd menor al igual que el ratio salario/ganancia (W/r). Los
precios relativos, segln esta teoria, reflejan la escasez relativa de los factores. El bien
de consumo A es ahora relativamente mds barato que bien de consumo B porque estd
utilizando una mayor proporcién del factor trabajo, el cual es relativamente mds abun-
dante. El razonamiento es exactamente el mismo en lo que se refiere al factor capital.

Para explicar la sustitucién de técnicas en uso por parte de los productores, consi-
deremos ahora los datos b) y ¢). La idea de que es posible producir un mismo bien o
producto con infinitas combinaciones de técnicas posibles, es decir, con diversas pro-
porciones de factores capital y trabajo (K'y L), se basa en la teoria de la productividad
marginal. Si la productividad marginal de un factor es mayor que cero y decreciente,
un aumento en su oferta dard lugar a un proceso competitivo que conducird a una
reduccién de su respectiva remuneracion. El resultante nuevo nivel de remuneracién
del factor serd menor que su productividad marginal inicial, lo que incrementard su
demanda mediante la adopcién de técnicas mds intensivas en este factor que la utilizada
al inicio. De acuerdo con esta teorfa, este proceso de sustitucién continuard hasta que
se haya restablecido el equilibrio entre la oferta y la demanda del mencionado factor
de produccién. Hay una relacién inversa entre la escasez relativa de los factores y sus
precios o remuneraciones.

Ambos procesos de sustitucién (entre bienes de consumo y entre factores de
produccién capital y trabajo) caracterizan la concepcién neocldsica del proceso pro-
ductivo, donde la cantidad de un factor varfa inversamente con sus precios relativos,
y la distribucién del ingreso o de lo producido se determina simultdneamente junto
con los precios y las cantidades de los bienes de consumo final.

Para ver la relacién de esta teoria de la determinacién de precios y cantidades con
la teoria neocldsica del crecimiento econédmico introduzcamos la funcién de produc-
cién bien comportada que incorpora explicitamente la posibilidad de sustitucién de
factores productivos. Si los precios o remuneraciones de los factores son determinados

por sus respectivas productividades marginales, esto significa que, en competencia,
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el producto debe agotarse cuando a los factores se les paga como remuneracién sus
productos marginales. Este es el conocido teorema de Euler.
Dada una funcién linealmente homogénea de grado uno que representa la pro-

duccién de (Y) con los factores capital (K) y trabajo (L):
Y = Lf (K/L); o, en términos per cdpita: y = f (k)

Se obtienen las productividades marginales de los factores capital y trabajo que

son, respectivamente, las siguientes:

PMgK = f'(K /L)

PMgL:f(K/L)—%f'(K/L)

Multiplicando estas productividades por Ky L, y sumando miembro a miembro

ambas ecuaciones se obtiene el producto total (Y):
K xPMgK + LxPMgL = Kf'(K/L)+Lf(K/L)—Kf'(K/L)
KxPMgK + LxPMgL=Lf(K/L)=Y

Todas las empresas se encuentran en el limite, mds alld del cual cualquier amplia-
cién de la escala de produccién serfa desventajosa econémicamente. Por consiguiente,
el pleno empleo de los factores supone beneficios nulos por encima del total de las
remuneraciones de los factores.

Si W es la tasa de salarios y I |a tasa de ganancia (o de interés), entonces:

1oy _1ev Y
woL roK wL+rK

De esta ecuacidn, se deduce que:

L or +K o =wL+rK
oL oK
En consecuencia:
Y=L G_Y +K a—Y
oL oK
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Esta forma de explicar la distribucién del producto o ingreso genera dificultades
que precisamente fueron destacadas en el debate entre los dos Cambridge (de Inglaterra
y de Estados Unidos).

En el grifico 3.1, las tangentes AA y BB a la funcién de produccién y = f (K)
representan la productividad marginal del capital: esta productividad es mayor cuan-
do el stock de capital es menor f '(k;\) > f '(k*B). Reciprocamente, las tasas de salario
son mayores para stocks de capital mayores. Es claro que para cada nivel de capital
per cépita hay una determinada distribucién del ingreso.

Los segmentos OA y OB representan relaciones entre las tasas de salarios y ganan-
cias (W/r) para diferentes niveles de capital per cdpita y de producto per cdpita. Es
decir: 04 =24 . op = & . El precio relativo del trabajo es mayor cuando el capital

VA rB
per cépita es mayor o, en otras palabras, cuando la relacién trabajo—capital es menor.

Podemos identificar, entonces, dos situaciones. Cuando el capital per cdpita es k*A,
el producto per cépita (y, = OE) estd constituido por la tasa de salarios per cipita
(w, = OC) y los beneficios per cdpita (r,k, = CE ). De la misma manera, cuando el
capital per cdpita es k*B’ el producto per cdpita (y*B = OF ) estd constituido por la tasa
de salarios per cipita (Wg = OD) y los beneficios per cépita (ryky = DF).

Grifico 3.1

Distribucidn entre salarios y beneficios

y
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En términos de las ecuaciones del producto per cdpita en los dos casos, tenemos:

V=W +rk,;0,lo que es lo mismo, en términos de segmentos: OE = OC + CE

Yy =Wy + 13k 5 0, lo que es lo mismo, en términos de segmentos: OF = OD + DF

Nétese que: W, < Wy, K, < KJ , v que I, > ry. Hay una relacién inversa entre la
remuneracion del factor capital, dada por su productividad marginal, y la cantidad
de stock de capital. Cuando el capital es mds escaso la tasa de ganancia (o de interés)
es mayor.

Podemos resumir las principales proposiciones neocldsicas, que justamente fue-
ron las que se cuestionaron durante la controversia sobre el capital, en las siguientes,
llamadas también, pardbolas neocldsicas:

1) Cuanto mayor es la cantidad de un factor de produccidn, o cuanto més abundante
es, menor debe ser su precio. De aqui se deduce la funcién de demanda con pen-
diente negativa.

En otras palabras, existe una relacién inversa entre la intensidad de capital o capital

per cépita (K/L) y la tasa de beneficio (r). La funcién de demanda nos dice que a

bajas tasas de beneficio le corresponden técnicas mds intensivas en capital.

Grifico 3.2
Relacién inversa entre la intensidad del capital y la tasa de beneficio
k
kB' ______ |
|
I
:
Kap==mmammmm r
| |
I I
| |
| |
| |
| |
: :
r, Iy r

Asimismo, cuanto mayor es el capital per cdpita mayor es la tasa de salario. Existe
una relacién directa entre ambos. Bajas tasas de beneficio indican abundancia re-
lativa del factor capital, por eso, en este caso, el precio del trabajo es relativamente

mads caro.
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Grifico 3.3
Relacién directa entre la intensidad del capital y la tasa de salario
k
kB _____________________ i
kA _________ ] i
L o w

2) Silaintensidad de capital aumenta cuando baja la tasa de beneficio y hay rendimien-
tos marginales decrecientes, la productividad del capital disminuye: el producto
aumenta en menor proporcion que el capital. Esto quiere decir que bajas tasas
de beneficio corresponden altos ratios capital-producto. Existe, por lo tanto, una
relacién inversa entre la tasa de beneficio (r) y la relacién capital-producto (K/Y).
Esta tltima es la inversa de la productividad media del capital.

Griéfico 3.4
Relacién inversa entre el ratio capital-producto y la tasa de beneficio
K
Y
Kl
Ys |
|
|
|
K |
_____ . N
Ya I I
I I
| |
| |
| |
| |
| |
| |
1 1

>
—

5

3) En el estado estacionario y con «regla de oro de la acumulacién» (golden rule of
accumulation), es decir, cuando se han establecido consumos per cdpita méximos

(C) para tasas dadas de crecimiento (g), hay una relacién negativa entre estas dos
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variables. Como la existencia de la regla de oro implica la igualdad entre la tasa de
crecimiento y la tasa de beneficio, g =T, la relacién negativa entre C y g involucra

simultdneamente una relacién negativa entre Cy I.

Griéfico 3.5
Relacién inversa entre el consumo per cépita y la tasa de crecimiento
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Esta relacién inversa se puede mostrar partiendo de la identidad ingreso-gasto en

términos per cdpita para una economfa cerrada:
y=cC+i ;donde Ces el consumo per cépita e i es la inversién per cdpita.
y = ¢ + gk; donde i:igzgk

K L
Diferenciando totalmente, tenemos:

dy = dc + gdk + kdg

Dividiendo esta ecuacién, miembro a miembro entre dk:
dy dc d:
Y _ +k %

dkdk ST

r=@+g+kd—g
dk dk

Suponiendo que se cumple la regla de oro, es decir, que: g = I, tenemos:

de __, dg
dk dk
de __,
dg
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Como se acaba de sefalar, la relacion entre el consumo y la acumulacién es inversa
solo si se cumple la regla de oro, es decir, si el nivel del consumo per cépita es el
de la regla de oro.

Los factores de produccién reciben como remuneracién sus respectivos productos
marginales. Esta es la teoria de la distribucién basada en la productividad marginal. En
competencia, la distribucién del ingreso entre asalariados y perceptores de beneficios
se explica por las productividades marginales del capital y el trabajo que son iguales
a la tasa de beneficio y a la tasa de salario, respectivamente. Como se senialé antes, si
la funcién de produccidn tiene retornos constantes a escala, Y = F (K, L), se puede
expresar en términos per cdpita como, y = f (K), y la distribucién del ingreso de la

manera siguiente:

PMngf(K/L)—f'(K/L)%

w=f(k)=f'(k)k
donde f'(K) es la productividad marginal del capital y es igual a la tasa de benefi-
cio I, W es la tasa de salarios, f (K) es el producto per cdpita (), y K es la relacién
capital—trabajo.
De esta pardbola se deriva relacién inversa entre la tasa de salarios y la tasa de
beneficios. Esta asociacién es conocida como la frontera de precios de los factores.

Grifico 3.6

Frontera de precios de los factores

—_—f - ——_——

ﬂ

>

©
=

La pendiente de la frontera de precios de los factores es igual al capital per cdpita. La

ecuacién del producto per cdpita también puede expresarse de la forma siguiente:

y=w+rk
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Diferenciando totalmente esta ecuacién del producto per cdpita y luego dividiendo
todos sus términos entre dK, obtenemos:

dy = dw + rdk + kdr

Como la productividad marginal del capital % , segin la teorfa neocldsica, es

igual a la tasa de beneficios (I), la ecuacién anterior se reduce a:

0= aw +k dr
dk dk
O, lo que es lo mismo:
0 =dw + kdr
De aqui se obtiene:
L
dr

Lo que nos dice esta relacién es que la pendiente de la frontera de precios de los

factores en el mundo de un solo bien y de una sola técnica es igual al capital per

capita.

Finalmente, se puede afirmar que en cualquier punto de la frontera de precios de

los factores, la elasticidad correspondiente expresa la participacion relativa de las

ganancias respecto a la de los salarios.

si _dw
dr

= k » entonces

_dwr _r, 1K

arw w wL

En lo que sigue vamos a demostrar por qué, de acuerdo con sus criticos, los con-
ceptos de funcién de produccién agregada y de factor productivo «capital» agregado,
no son tedricamente s6lidos. Tal como se ha mostrado, la funcién de produccién es
utilizada para explicar la distribucién del ingreso entre los perceptores de beneficios y
salarios en las economias capitalistas, suponiendo que estdn dados los stocks de trabajo
y capital y el conocimiento de cémo uno de estos factores puede ser sustituido por
otro, de tal forma que sus respectivas productividades marginales son conocidas. Joan

Robinson sostiene: «esta forma de ver las cosas desvid la atencién del andlisis de las
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fuerzas que determinan el crecimiento del capital y el trabajo y de cémo el progreso
técnico afecta el crecimiento, la acumulacién y las participaciones en el ingreso»

(Harcourt 1969: 370).

2. Las criticas DE ROBINSON Y GAREGNANI A LA TEORIA NEOCLASICA

La controversia sobre la teorfa del capital se inici6 con la critica de Joan Robinson
a la teoria neocldsica. En especial, Robinson cuestiona la forma de medir el factor
de produccién capital (K) y su inclusién en la funcién de produccién agregada
neocldsica. Por otro lado, Pierangelo Garegnani critica la teoria de la productividad
marginal y llega a la misma conclusién de Joan Robinson: independientemente de
la unidad en términos de la cual se mide el valor de los bienes de capital, dicho valor
no es independiente de los cambios de la distribucién entre la tasa de salarios y la

tasa de ganancia.

La critica de Joan Robinson a la funcién de produccién neocldsica

Joan Robinson en su articulo «The Production Function and the Theory of Capital»
(1953-1954) hizo una critica lapidaria al uso del factor capital agregado dentro de
la funcién de produccién. Es necesario saber cudl es la cantidad de este factor para
determinar su tasa de ganancia, pero para conocer dicha cantidad se requiere antes
saber cual es esa tasa de ganancia. Segun la teoria neocldsica no se pueden determinar
los precios de los factores si no se conocen las cantidades de estos factores. Esta es su
principal diferencia con la economia clésica de Ricardo y Smith, segtin la cual, dada

la distribuci6n y la tecnologia, los precios quedan determinados’.

! El problema que la controversia sobre la teorfa neocldsica del capital destaca, es el del significado de
la productividad marginal de este factor cuando existen en la economia varios bienes de capital. Como
en términos fisicos el producto marginal de este factor no dice nada, se le concibe a la Clark (1899):
«Podemos pensar el capital como una suma de riqueza productiva, invertido en cosas materiales los cuales
estdn permanentemente cambiando —que van y vienen continuamente- aunque el fondo permanece—.
El capital as vive, por asi decirlo, mediante la transmigracién, despojéndose de un conjunto de cuerpos
e incorpordndose en otro, una y otra vez» (Clark 1899: 119-120).
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LA FUNCION DE PRODUCCION SEGUN JoAN RoBINSON

Joan Robinson sefiala:

La funcién de produccién ha sido un poderoso instrumento de mala educacién.
Al estudiante de teorfa econdmica se le ensefia a escribir Y=F(K,L), donde L es la
cantidad de trabajo, K una cantidad de capital y Y una cantidad de producto de
mercancias. Se le ensefia a suponer que todos los obreros son homogéneos y a medir
L en horas de trabajo por hombre; algo se le dice acerca del problema relativo a
los ndmeros indice, que surge al escoger una unidad de producto. Pero luego se lo
arrastra hasta el siguiente problema, en la esperanza de que olvide preguntar en qué
unidades se mide K. Antes de que se le haya ocurrido hacerlo, ya se ha convertido
en profesor. Asi, tales hdbitos poco rigurosos de pensamiento se transmiten de una
generaci6n a otra (1953-1954: 81).

Los problemas en la medicién del capital

Como el capital es una variable heterogénea frente al resto de factores, tierra y trabajo,
hay que resolver el tema de cémo medirlo y agregarlo para luego incorporarlo en la
funcién de produccién. En relacién a las unidades en que se mide el factor capital,
Joan Robinson sefala varias posibilidades. Dice, por ejemplo, que podria tratarse
como «parte del ambiente en que trabaja la mano de obra». Este seria el procedimiento
correcto para el corto plazo; y, en este caso, la funcidén de produccién estaria referida
solo al trabajo. Pero, para el largo plazo, este procedimiento ya no es correcto porque
significaria que no podemos distinguir un cambio en el acervo de capital de un cambio
fortuito en el estado del tiempo. De otro lado, si el acervo de capital es considerado
como una lista de todos los bienes especificos existentes en un momento dado, tam-
bién este procedimiento sirve solo para el corto plazo porque cualquier cambio en la
proporcidén capital-trabajo implica una modificacién de los métodos de produccién
y esto requiere un cambio de las especificaciones de muchos o todos los bienes de la
lista original (Robinson 1953-1954: 81).

Las dificultades son mayores si se abandona el corto plazo. En el largo plazo es in-
eludible saber qué se entiende por capital y por los cambios en el capital. Joan Robinson
discute antes algunas rutas para la medicién de capital fisico: primero, la valuacién del
capital de acuerdo con su capacidad de proporcionar ingresos (ganancias) en el futuro;
segundo, valuar el capital segtn sus costos de produccién; finalmente, medir el capital
en términos de tiempo de trabajo.
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La valuacion del capital de acuerdo con su capacidad de proporcionar ingresos
(ganancias) en el futuro

En este caso, —«si se conoce la cantidad esperada de producto futuro asociado a
cierto bien de capital, y los precios y costos esperados»— el capital apareceria como
el resultado de una corriente descontada de las ganancias que produciria en el futuro
y esto supone que debemos conocer la tasa de interés. Pero hay que considerar que
el propésito de la funcién de produccién neocldsica es mostrar cémo las condiciones
técnicas y las proporciones de los factores de produccion determinan la tasa de salarios
y la tasa de interés o de ganancia (Robinson 1953-1954: 81).

Valuar el capital segiin sus costos de produccion

La autora sostiene que es irrelevante utilizar el costo de produccién monetario si no
se puede especificar el poder adquisitivo del dinero. También puede establecerse el
costo de los bienes de capital en términos de unidades salario que equivale a medirlo
en términos de una unidad de trabajo estindar. La capacidad productiva del capital
consistirfa en el hecho de que una unidad de trabajo gastada en cierto momento del
pasado vale mds ahora que una unidad gastada hoy, «porque sus frutos ya estdn ma-
duros» (Robinson 1953-1954: 82). Pero, dice Joan Robinson, «una unidad de trabajo
nunca se gasta en forma pura. Todo trabajo se hace con la ayuda de bienes de una u
otra clase [...]. El costo del capital incluye el costo de los bienes de capital, y puesto
que tales bienes deben construirse antes de que puedan utilizarse, parte del costo del
capital es interés durante el periodo que media entre el momento en que se empieza
a construirlo y el momento en que empiezan a generar una corriente de productos»

(Robinson 1953-1954: 82).

Medir el capital en términos de tiempo de trabajo

Finalmente, si todavia fuera posible medir el capital en términos de tiempo de trabajo
—dice Joan Robinson— no se podria precisar de qué unidades se compone este factor
capital. Cuando se considera el proceso de acumulacién (la abstencién del consumo
presente a fin de aumentar el szock de riqueza), «es natural pensar que el capital se mide
en términos de producto». Pero cuando se considera cudl es la adicién a los recursos
productivos hecha por un monto dado de acumulacién, «debemos medir el capital en
unidades de trabajo porque el aumento del stock de equipo productivo efectuado por
el incremento de capital depende de la cuantia de trabajo empleado para construirlo
y no del costo, en términos de producto final, del trabajo de una hora» (Robinson
1953-1954: 82).

Por consiguiente, cuando nos movemos de un punto de la funcién de produccién

a otro, si se mide el capital en términos de producto, «tenemos que conocer el cociente
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producto/salario para determinar el efecto sobre la produccién del cambio en la relacién
capital-trabajo. Si se mide en términos de unidades de trabajo, debemos conocer el
cociente producto/salario para determinar la cuantia de la acumulacién requerida para
producir un incremento dado del capital. Pero, la tasa de salario se altera con la razén
de factores»; por lo tanto, el capital que se incorpora en la funcién de produccién no
puede significar a la vez una cantidad de producto y una cantidad de tiempo de trabajo

(Robinson 1953-1954: 82).

La medicién del capital en la teoria neocldsica y su dependencia del equilibrio

Para Joan Robinson es claro que el capital concebido como factor productivo le genera
un enorme problema a la teorfa neocldsica. Los bienes de capital, siendo productos,
tienen valores que dependen de sus respectivos costos de produccién. Ademis, la
competencia implica que el ingreso destinado a los propietarios de estos bienes, debe
distribuirse en razén del valor de los mismos y dar lugar a una tasa de ganancia (o de
rendimiento) uniforme para todas las clases o tipos de bienes de capital.

«Los bienes de capital en existencia en un momento del tiempo son todos los
bienes en existencia en ese momento» y estos bienes se caracterizan por tener valor.
Para expresar esta lista de bienes individuales como cantidad de bienes «podemos ha-
cerlo en términos del costo real de producirlos —es decir, del trabajo y de los bienes
preexistentes necesarios para fabricarlos— o en términos de su valor expresado en
alguna unidad de poder de compra, o de acuerdo con su productividad —es decir, de
acuerdo al szock de bienes que existird en el futuro si se trabaja en conjuncién con el
stock existente actualmente.

En una posicién de equilibrio los tres métodos producen resultados equivalentes,
hay una cantidad que puede expresarse con un niimero u otro cambiando la unidad
de medida. Esta es la definicién de equilibrio». Pero si se produce el desequilibrio por
un acontecimiento inesperado, ninguna manipulacién de unidades podrd volverlas
equivalentes. «La ambigiiedad de la concepcién de una cantidad de capital estd rela-
cionada con un profundo error metodolégico que hace espuria a la mayor parte de
la doctrina neocldsica» (Robinson 1953-1954: 83-84). M4s adelante, Joan Robinson
afirma: «El neocldsico considera una posicion de equilibrio como aquella hacia la que
tiende a avanzar una economia a través del tiempo. Pero es imposible que un sistema
avance hacia una posicién de equilibrio, porque la naturaleza misma del equilibrio es
que el sistema ya se encuentra en él y ha estado alli durante cierto tiempo» (Robinson

1953-1954: 85).
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La determinacién del valor del stock de capital y la tasa de interés

Para Joan Robinson, entonces, el valor del szock concreto de los bienes de capital de-
pende de la tasa de ganancia y de la cantidad de «capital». No se puede determinar la
distribucién del ingreso y los precios si previamente no se conocen estos para medir
el capital. No se puede distinguir entre los cambios en las condiciones de producir un
nivel dado de producto cuando la cantidad de capital cambia, de los cambios en el
valor de este capital debido a las variaciones en los salarios y beneficios. Los cambios
en la relacién capital—trabajo ocurridos a lo largo del tiempo no se pueden analizar
independientemente de la distribucién, porque «el valor del volumen de capital puede
cambiar en el tiempo debido a un cambio en la distribucidn, por lo tanto, no estarfamos
comparando las mismas cantidades» (Robinson 1953-1954: 87-89).

Joan Robinson dice que «el postulado neoclésico afirma que, en el largo plazo, la
tasa de salario tiende a ser tal que toda la mano de obra disponible se emplea. [...] A
fin de satisfacer el postulado neocldsico del pleno empleo, la cantidad dada de capital
debe emplear la cantidad dada de mano de obra» (Robinson 1953-1954: 96). «La
condicién de que la cantidad de capital dada emplee la cantidad de mano de obra
dada implica, por lo tanto, una tasa de ganancia particular. Pero el valor del acervo
de bienes de capital concretos es afectado por esta tasa de ganancia, y la cantidad de
capital con que principiamos no puede definirse en forma independiente de ella»
(Robinson 1973: 58).

En resumen, si la tasa de ganancia o rendimiento uniforme se analiza desde el
punto de vista de la teorfa neocldsica, los bienes de capital deben considerarse como
homogéneos para poder representar el tnico factor capital. Después se puede hablar
de oferta y demanda para determinar la tasa de rendimiento o de ganancia de equili-
brio. Pero como conjunto de valor, el capital no queda definido sino hasta que no se
determine la unidad con la que se va a medir. Esto es lo que destaca Joan Robinson en
su critica a la teorfa neocldsica del capital. El factor capital debe ser medido en forma
independiente del sistema de precios. Pero esto no es posible. El valor de los bienes
de capital empleado cambiard con la tasa de interés: primero, variaciones en valor y
no fisica, segin la unidad de valor. Segundo, variaciones fisicas sea por cambio en
proporciones o en técnicas. ;Cudl serd la relacién definitiva entre el valor del capital

y la tasa de interés?

La inutilidad de la funcién de produccién neocldsica

Finalmente, la funcién de produccién neoclésica deja de ser util para la determinacién

de la distribucién del producto entre salarios y beneficios porque no puede distinguir
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entre capital en el sentido de medios de produccidn especificos y capital en el sentido
de medios de financiamiento. La funcién de produccién deja de ser ttil para el and-
lisis del proceso de acumulacién porque no puede distinguir entre las comparaciones
de situaciones de equilibrio y los movimientos de una situacién de equilibrio a otra.
Cuando consideramos las expectativas, una baja imprevista de la tasa de ganancia

rompe las condiciones de equilibrio, dice Joan Robinson:

Los capitalistas que operan con fondos prestados ya no pueden obtener el interés que
se obligaron a pagar, y aquellos que operan con capital propio se encuentran en pose-
sién de un tipo de planta que no hubieran construido de saber lo que ocurrirfa con la
tasa de ganancia. [...] Asi, los supuestos de equilibrio se enredan en contradicciones
cuando se aplican al problema de la acumulacién que avanza en el tiempo con una
relacién cambiante de factores. [...] Si se arguye que la acumulacién prosigue aun
ante expectativas de tasa de ganancia descendente, toda la base del andlisis se complica
inmensamente. Ya no podemos razonar suponiendo la existencia de una dnica tasa
de interés. Existe un conjunto de tasas de interés para préstamos de maduraciones
diferentes [...]. Ademds, el ritmo a que la tasa de ganancia disminuye a medida que
la proporcién de factores aumenta, estd dictado por condiciones técnicas. Puede su-
ponerse que la curva de la proporcién entre factores es al inicio empinada, y la tasa de
ganancia desciende lentamente. Luego describe una giba, con una caida rdpida de la
tasa de ganancia, para achatarse nuevamente después con una tasa de ganancia inferior
pero en descenso mds lento (Robinson 1953-1954: 100).

El capital en la teoria de la productividad marginal segiin Garegnani

Pierangelo Garegnani en su libro 1/ capitale nelle reorie della distribuzione (1972),
luego de examinar la teoria Ricardiana, analiza de manera exhaustiva la teoria de la

productividad marginal. Dice que:

La teoria de la productividad marginal surgié de una generalizacién de la teoria
cldsica de la renta. La teoria de la renta le sirvié a Ricardo para poder aislar la parte
del producto social que debe dividirse entre trabajadores y capitalistas, y para poder
utilizar la teorfa del excedente en la determinacién de lo que le interesaba mds: la tasa
de ganancia. La teorfa de la productividad marginal, por el contrario, determina la
divisién del producto entre capitalistas y trabajadores por medio de una generalizacién
de la teorfa de la renta. Asi se evita el tener que recurrir al concepto de excedente. Los
cldsicos consideraban la proporcién entre tierra y trabajo (auxiliados por medios de
produccién) como un factor determinante de la divisién del producto entre la renta
de la tierra y la remuneracién del trabajo-con-capital. Los marginalistas introducen
la proporcién entre capital y trabajo para determinar en forma andloga, el nivel de
salarios y ganancias (Garegnani 1972: 79-80).
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Esto implica, evidentemente la necesidad de considerar el capital como una magni-

tud dnica que se pueda medir independientemente de las variaciones de la distribucion.

Esta concepcién unitaria del capital en la teorfa marginalista es adoptada porque, en

equilibrio, la tasa de ganancia debe ser uniforme para todas las formas de «capital».

Esta concepcién unitaria no es esencial en la teorfa de Ricardo. La teorfa marginalista

entra asi en un callején sin salida. Garegnani continda:

El problema de la medicién del capital en la teoria Ricardiana surge de la necesidad
de expresar, en forma independiente de las variaciones de la distribucién, los valores
de los agregados de mercancias que determinan la tasa de ganancia. [...] Este tipo de
andlisis, para Ricardo, se basaba en la consideracién de la tasa de salario (concebido
como un conjunto de bienes salario), como una variable independiente de la ecuacién
que determinaba las ganancias (1972: 81).

Por el contrario, segiin Garegnani, en la teoria de la productividad marginal, el

salario —en cualquier forma que se mida— representa una incégnita de la misma forma

que la tasa de ganancia; por lo tanto, ya no tiene ningtn significado en la determina-

cién de las ganancias como excedente. El autor sostiene que, en cualquier empresa o

industria que produce una mercancia homogénea:

La distribucién del producto entre factores se puede estudiar en base a una funcién
de produccién que exprese la relacién entre cantidad fisica del producto y la cantidad
de factores de produccién utilizados. El problema de valor surge en la teorfa de la
distribucién cuando se estudia toda la economia y la distribucién de las cantidades
disponibles de factores entre las industrias: se deberd introducir entonces la condicién
de que el valor del producto marginal de un factor sea el mismo, cualesquiera sea la
mercancia en cuya produccién se utiliza. Con este fin serd necesaria la determinacién
simultdnea del sistema de valores relativos de mercancias (Garegnani 1972: 82).

Como ya se ha mencionado, de acuerdo con la teoria neocldsica la remuneracién

de los factores de produccién (capital y trabajo) se determina simultdneamente con

el sistema de valores relativos de las mercancias sobre la base de los siguientes datos*:

a)
b)

c)

Gustos y preferencias de los consumidores

Técnicas de produccidn que se expresan con funciones de produccién de cada
mercancia

Cantidad de factores de produccién disponibles en la economia en una situa-
cién dada.

2 En los clasicos la teorfa de los precios est4 separada de la teorfa de la produccién. La primera, es decir
la teorfa de los precios, parte de los siguientes datos: a) el tamafio y la composicién del producto; b) la

tecnologfa; y ¢) el salario real.
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Garegnani sostiene que el problema de la medicién del capital en la teorfa de la
productividad marginal surge en relacién con los datos: b) técnicas de produccién
dadas, y ¢) cantidad dada de factores.

Es necesario que las cantidades de los factores que constituyen datos del grupo ¢) y
las que aparecen como variables en las funciones de produccién (datos de b), puedan
medirse independientemente de las variaciones de la distribucién del producto social.
Es decir, es necesario que dichas cantidades puedan definirse sin que haya que conocer
de antemano los precios de los factores y, en forma mds general, el sistema de valores
relativos. Este requisito es necesario para evitar un razonamiento circular (Garegnani

1972: 83).

Garegnani nos recuerda que este requisito se cumple solo cuando se consideran a
los factores trabajo y tierra. Pero cuando se considera al factor capital, el razonamiento

circular es inevitable. El autor senala:

El concepto de capital es un conjunto de bienes heterogéneos (reserva de materias
primas; las existencias de productos terminados en los almacenes de los fabricantes o

istribuidores; bienes en proceso de produccidn; maquinarias, etc.). Lo que tienen en
distribuid, b de prod q q

comun y que indujo a considerarlos como capital se puede reducir a dos caracteristicas:

a) Todos estos bienes se producen conforme a principios econémicos vélidos para la

produccién de cualquier otra mercancia.

b) Estos bienes se consumen durante el proceso econémico de produccién de otros
bienes y deben poder ser sustituidos en un periodo de tiempo suficiente para ga-
rantizar una tendencia hacia una relacién uniforme, definida por la tasa de interés,
entre sus costos de produccién y el valor del producto o ingreso que pertenece a
sus respectivos propietarios (Garegnani 1972: 84).

De aqui Garegnani concluye: «Los bienes de capital tienen, por lo tanto, la cualidad
comun de ser Valor. Es en términos de valor que se mide el capital en la prictica eco-
némica y de este concepto practico de capital la teorfa econdmica ha tomado prestada
la concepcién de factor de produccién “capital”» (1972: 84-85).

Hemos llegado al mismo punto al que llegé Joan Robinson. Como sefiala Gareg-
nani, cualquiera sea la unidad en términos de la cual se mide el valor de los bienes de
capital, dicho valor no cumple la condicién de ser independiente de los cambios de la
distribucién; cambiard ese valor cuando cambien la tasa de salarios y la tasa de ganancia,
permaneciendo constantes todo lo demds. Estamos, pues, frente a un razonamiento
circular advertido por el propio autor anteriormente.

El factor capital desempefia dos papeles importantes en la teoria neocldsica de

la distribucién y el crecimiento. En primer lugar es una variable en la funcién de
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produccién, junto con el factor trabajo; y en segundo lugar es una cantidad de factor
(capital) disponible en la economia.
En el primer papel, dice Garegnani:

Cuando el capital se mide en términos de valor, dada las cantidades de los demds
factores, la misma técnica y la misma cantidad fisica del producto podrian ser com-
patibles con distintas cantidades de capital-valor; o bien dadas las cantidades de los
demds factores, un mismo capital-valor podria ser compatible con muchas técnicas
descritas por la funcién de produccién y con diversas cantidades fisicas de producto,
con tal que se varien en forma adecuada las tasas de salario y de ganancia, supuestas
al calcular el valor de los bienes de capital (1972: 85).

De este razonamiento, Garegnani infiere que ya no hay una relacién univoca entre
cantidad de capital y cantidad fisica de producto, pues esa cantidad varfa al variar la
distribucién, y variard en forma diversa segtin la mercancia que se utilice como medida:
puede aumentar o disminuir. Este resultado estd en abierta contradiccién con el pos-
tulado de la productividad marginal dice Garegnani. El se pregunta: «si, manteniendo
constante la cantidad de los demds factores, el “capital” varia, pero el producto fisico no
varia, ;deberfamos decir que la productividad marginal del capital es cero con aquella
combinacién de factores?» (Garegnani 1972: 86).

Su critica a la medicién del capital cuando este es considerado una variable en
la funcién de produccién, la concluye con la elocuente afirmacién siguiente: «El
producto marginal de capital como suma de valores podrd tener algtn significado
para el productor individual que considere como dado el sistema de valores relativos;
pero no puede tener ningtn significado a nivel de una teoria de la distribucién y del
valor» (1972: 86).

A modo de resumen podemos afirmar —de acuerdo con Garegnani— que hay
dos requisitos en la medicién del capital en la teoria de la productividad marginal. El
primero es que la «cantidad de capital» correspondiente a un agregado dado de bienes
de capital, no varie con los cambios en la distribucién. Respecto al segundo requisito

que la medicién del capital debe satisfacer, Garegnani sostiene:

Para la magnitud que mide el capital en forma independiente de la distribucién, debe
ser posible postular una relacién conocida con la suma de los valores (en términos de
cualquier mercancia) de bienes de capital a la que corresponde. [...] Para justificar este
requisito basta recordar que la productividad marginal del capital debe permitirnos
determinar la tasa de ganancia o de interés; por esto el valor del producto marginal
debe relacionarse con el valor de la correspondiente unidad marginal de capital: si no
se puede postular una relacién entre la magnitud que mide el capital y el valor del
correspondiente agregado de bienes de capital, no se puede determinar tampoco la
tasa de ganancia o de interés (1972: 87-88).
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Si este requisito no se cumpliera, no serfa posible construir una funcién de

produccién.

La funcién de produccién [...] puede ser definida como la funcién que da la cantidad
minima de un factor compatible con un producto fisico dado y con cantidades dadas
de todos los demds factores. [...] ;Por qué incluir en la funcién de produccién solo
aquellas combinaciones de factores técnicamente posibles? La respuesta es obvia: la
misma cantidad de un bien puede sin duda producirse con diferentes cantidades de
un solo factor, dada la cantidad de los otros factores, pero ningtin empresario utilizaria
tres unidades de un factor si puede obtener el mismo producto con dos unidades. Esta
afirmacidn es vélida, sin embargo, solo cuando se puede postular que el costo para
el empresario de tres unidades es siempre mayor que el de dos, cualquiera que sea el
sistema de precios relativos. En el caso del capital esto ya no puede postularse cuando,
por ejemplo, si se tomase como unidad de medida el peso: si un empresario puede
obtener la misma cantidad de producto con dos conjuntos alternativos de bienes de
capital, completamente diferentes, que pesan respectivamente dos y tres toneladas,
no hay razén por la que siempre se debe elegir el primero que el segundo: no existe
relacién definida entre peso y valor relativo (1972: 87-88).

Finalmente, en relacién a la critica de la medicién del capital cuando este es consi-
derado una cantidad de factor (capital) disponible en la economia, Garegnani dice que,
cuando se elige bienes de capital de distinto tipo como datos del sistema de equilibrio
general (la ruta de Walras), es imposible satisfacer la condicién de una tasa uniforme
de rendimiento neto sobre todos los tipos de bienes de capital. También menciona
la ruta seguida por Wicksell. Al abandonar la medicién de capital como periodo
promedio de produccién e introducir en su lugar un conjunto de periodos absolutos
de produccién, Wicksell se ve forzado a medir el capital disponible en la economia
en términos de valor, y con ello su teorfa de la distribucién adolece del razonamiento
circular mencionado anteriormente. Las teorias de Walras y de Wicksell son tratadas
extensamente por Garegnani en los cinco dltimos capitulos de la segunda parte de su
libro (Véase Garegnani 1972: 91-183).

3. LA RESPUESTA FALLIDA DE SAMUELSON Y LA CURVA SALARIO-BENEFICIO

Ante las criticas llevadas a cabo por los economistas de la universidad de Cambridge
del Reino Unido, Paul Samuelson publica un articulo en 1962 en el cual presenta el
concepto de funcién de produccién sustituta construida supuestamente con capital
heterogéneo con el objetivo de validar la funcién de produccién neocldsica. Sin em-
bargo, la construccién de Samuelson solo tiene sentido en una situacién particular (un

modelo de un solo bien) y no puede ser generalizada.
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Elintento de Samuelson de justificar el uso de la funcién de produccién neoclésica

Paul Samuelson, en su articulo «Parable and Realism in Capital Theory: The Surrogate
Production Function» (1962), intenta demostrar la validez de las proposiciones neocla-
sicas sobre la productividad marginal mediante una funcién de produccién, que él llama
«sustituta», porque incorpora un factor capital «sustituto» que, junto con la mano de
obra, genera el producto total. En otras palabras, trata de validar el uso neocldsico de
capital homogéneo y de su funcién de produccién, con lo cual se habrian superado

las criticas radicales a estos conceptos, explicitadas en el debate de los dos Cambridge.

PARABOLA Y REALISMO EN LA TEORIA DEL CAPITAL

«He insistido muchas veces en escritos y conferencias sobre el punto de que la teoria del
. . ., « .

capital puede desarrollarse rigurosamente, no usando ningtin concepto de “capital” agregado

a la manera de Clark, sino sobre la base de un andlisis completo de numerosisimos bienes

de capital fisicos y procesos heterogéneos a través del tiempo» (Samuelson 1962: 193).

La funcién de produccidn sustituta y la frontera de precios de factores

La funcién de produccién «sustituta» fue derivada partiendo de una «frontera de precios
de factores» que construyd utilizando «capital heterogéneo». Samuelson, partiendo
precisamente de un mundo de capital heterogéneo, enfrenta las criticas efectuadas por
Joan Robinson a las proposiciones centrales de la teorfa neocldsica. Estas proposiciones
derivadas de un factor capital homogéneo y maleable, serfan exactamente las mismas
que las obtenidas partiendo de una gran variedad de bienes de capital especificos. Por
lo tanto, la funcién de produccién puede expresarse en términos de una sola mercan-
cia: el «capital» y el producto serfan homogéneos y medidos en las mismas unidades,
la funcién de produccién serfa una funcién homogénea de primer grado (o con ren-
dimientos constantes a escala) y los factores recibirfan como pago una remuneracién
equivalente a su producto marginal.

Samuelson concentra su andlisis en la frontera de precios de los factores que ¢l
construye, para rehabilitar las siguientes proposiciones neoclésicas de la teoria de la
distribucién:

a) La relacién inversa entre la tasa de beneficios () y el valor del capital por

trabajador, o capital per cdpita, (K).

203



CRECIMIENTO ECONOMICO: ENFOQUES Y MODELOS

b) La relacién directa entre la tasa de salarios (W) y el capital per cdpita (K).
¢) La relacién inversa entre la tasa de beneficios () y la tasa de salarios (W).

d) La pendiente en cualquier punto de la curva de salario-beneficio, es igual a la

relacién capital-trabajo agregado.

e) La elasticidad de la curva de salario—beneficio en cada uno de sus puntos ex-
presa la distribucién del ingreso o las participaciones relativas de los ingresos
del capital y el trabajo.

En términos matemdticos, si Yy = f (k) = w + rk es la funcién de produccién

neocldsica en términos per cépita, las pardbolas se pueden formular como sigue:
Q) r=/(k)y orldk=f"(k)<0
by W= f(k)—kf'(k)y ow/ ok =—kf"(k)>0

9] ow (k) =—k < 0 (Nétese que g—l: = f"(k) y@ =—kf " (k))

o f(k) ok
d _M_;
or

row r r{ K
e) ——=—k=—|—
wor w wi\ L

La representacién de estas proposiciones puede verse en el grafico 3.7. ;Cudl es el
procedimiento que sigue Samuelson para derivar su funcién de produccién «sustitu-
ta»? Lo que hace es construir una frontera de precios de los factores, capital y trabajo,
que constituye una relacién de variacién inversa entre el nivel de los salarios y el del
beneficio. Esta frontera —cuya existencia segtiin Samuelson ha sido consignada por una
serie de autores con von Thiinen, Joan Robinson y Piero Sraffa— le permite inferir las

pardbolas o proposiciones neocldsicas.

Los supuestos

Samuelson asume que existen ciclos de produccién anuales y que la sociedad produce
solo una clase de bien o producto final homogéneo. Asi, la acumulacién es igual a cero.
Existen muchos sistemas de produccién: A, B, C, D, ... , etcétera, que operan con

rendimientos a escala constantes®. También se supone la existencia de conocimiento

3 «No deberfamos hablar —dice Samuelson— en ningtin caso de / funcién de produccién, sino ms
bien de numerosas funciones de produccién distintas entre si correspondientes a cada actividad y no
necesariamente dotadas de propiedades de sustitucién continuas. Serfa posible compilar el conjunto de
la tecnologia de la economia en todo un libro compuesto por tales funciones de produccién figurando
en cada pdgina el programa destinado a una actividad determinada. Es ficil abarcar el cambio técnico
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perfecto, una condicién apropiada «para un mercado de competencia perfecta, el cual
estd desprovisto de toda dominacién monopélica 0 monopsénica» (Samuelson 1962:
194)%,

Cada uno de los sistemas produce un bien de consumo (C) y un bien de capital
(K), y cada bien de capital se relaciona con una cantidad fija de trabajadores «y tiene un
tipo de utilizacién tan especifico como se quiera». Los bienes de consumo producidos
en cada sistema de produccién son los mismos, mientras que el bien de capital no. Es
decir, hay una amplia gama de bienes de capital (K2, Kb, K, KY, ..., etcétera) y solo
un bien de consumo. La tasa de depreciacién (6) es comun para todos los sistemas.

Grifico 3.7

Las pardbolas neoclésicas

K
k © r

W W

0 0

incorporando nuevas opciones y nuevos programas al libro, pero para simplificar supondré que el cono-
cimiento técnico permanece invariable » (Samuelson 1962: 194).

4 Este supuesto deja de lado el papel de las expectativas de los empresarios que, de acuerdo a los keynesianos
de Cambridge-Inglaterra, es un factor decisivo en sus decisiones debido al contexto de incertidumbre.
No hay funcién de inversién, por lo tanto las expectativas de los inversionistas no desempefian ningin
papel en la determinacién del crecimiento de la economia.
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El modelo

Cada sistema de produccion solo tiene ecuaciones de precio porque no hay inversién
neta. Por ejemplo, las ecuaciones de precios para el sistema A son dos, como en todos
los otros sistemas: una de precios de bienes de consumo y otra de precios de los bienes

de capital. Estas ecuaciones son:
D 1=@+r)ap+wp Sector de bienes de consumo
(Mp=@©+r)ap+wp Sector de bienes de capital

El bien de consumo es el numerario: p, =1y p = p, / pg; W es el salario real por
trabajador, I es la tasa de beneficio; a y @ son el nimero de bienes de capital requeridos
por unidad de producto del bien de consumo y del bien de capital, respectivamente; /8
y b son la cantidad de trabajo necesario por unidad de producto del bien de consumo
y del bien de capital, respectivamente. Se asume que la depreciacién es una fraccién
constante 0 del stock de capital que se reemplaza en cada periodo de produccién. Esta
fraccién es la misma para todas las técnicas de producciény 0 < 6 <1.

De las ecuaciones (I) y (II), se obtiene la funcién de salario—beneficio del sistema A:

3 I—a(r+06)
(D w= B+(r+6)(@b—aP)

La forma de la funcién de salario—beneficio (que sea no lineal o lineal) depende
de la diferencia entre las composiciones orgdnicas existentes en el sector de bienes
de consumo y de bienes de capital, es decir, entre las relaciones capital-trabajo en la

produccién de bienes de consumo y en la produccién de bienes de capital.

l—a(r+9o)
ﬂ+<r+6)bﬂ(%—§

En la ecuacién anterior, esta diferencia aparece como: (a/f) — (a/ b). La relacién

(Iv) w=

capital—trabajo en el sector de bienes de consumo es: (a/f) — (K% / L%) y la relacién
capital-trabajo en el sector de bienes de capital es: (a/ b) — (K& / Lg).

La diferencia puede ser mayor o menor que cero, con lo cual la funcién de sala-
rio—beneficio puede ser céncava o convexa al origen. Samuelson no utiliz esta funcién
general porque asumié que = by a = &; por lo tanto, supuso no solo la existencia de
una «composicién orgdnica uniforme» en ambos sectores, sino que todos los sistemas de
produccién tienen los mismos coeficientes de insumos o de requerimientos de capital

y trabajo para producir una unidad de producto final. Con este supuesto convirtié las
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funciones de salario—beneficio de todos los sistemas en rectas. Es decir, todos y cada
uno de los sistemas de produccién tienen funciones salario—beneficio de la misma
forma que la representada porw = (1 /f) — (a / p) (r + 9). Como a = a, entonces
w = (1/p)—-(a/p) (r + ), donde la pendiente representa la relacion capital-trabajo
en el sistema de produccién A.

Podemos graficar la recta salario—beneficio para cada uno de los sistemas o técnicas
de produccién (A, B, C, D, ...) y; a partir de aqui construir, simultdneamente, la funcién
de produccién «sustituta». Nétese que la pendiente de la recta W —r en cualquier técnica
o sistema de produccidn es igual a su respectivo ratio capital-trabajo agregado (K).
Los sistemas de produccién se pueden diferenciar ahora por las distintas magnitudes
de las pendientes (relacion capital—trabajo) de sus funciones o rectas salario-beneficio.
Se pueden graficar estas rectas en el plano (r, W) para cada uno de los sistemas
A, B, C, D, etcétera. Como podrd apreciarse en el grifico 3.8, el sistema A tiene la
menor relacidn capital-trabajo. La magnitud de esta relacién aumenta a medida que

avanzamos (siguiendo las letras del alfabeto) de un sistema a otro.

FRONTERA DE PRECIOS DE LOS FACTORES Y CAMBIO TECNICO

[...] al producirse un cambio tecnolégico efectivo, la frontera se desplazard hacia el noreste,
haciendo posible tasas de salario reales mds altas con la misma tasa de ganancia, o tasas
de ganancia mds elevadas con el mismo salario real, o tasas m4s altas de ganancia y salario
alavez. [...] En el caso tal especial en que dos economias tienen exactamente la misma
frontera de precios de los factores, por muy diferentes que puedan ser sus tecnologias,
podemos tratarlas como equivalentes en cuanto a las predicciones a formular sobre las
propiedades a largo plazo de sus tasas de interés y de salario. Y, lo que puede resultar mds
util, si dos economias tienen aproximadamente las mismas fronteras dentro de un 4mbito
determinado, podemos usar cualquiera de ellas para predecir las propiedades a largo plazo
de la otra dentro de dicho dmbito (Samuelson 1962: 196).

El intercepto de la recta salario—beneficio representa el producto per cépita
(produccién de bienes de consumo por unidad de trabajo) del respectivo sistema de
produccién. Por otra parte, cuando la tasa de salario es cero (solo tedricamente) todo
el producto per cdpita es equivalente a las ganancias brutas per cdpita.

Las rectas salario—beneficio graficadas para cada uno de los sistemas de produccién
se cruzan unas con otras formando una envolvente convexa al origen. Esta es la fron-
tera de precios de factores, que hemos denotado por la curva FGHIIMA, y en esta se

satisfacen todas las proposiciones neocldsicas anteriormente mencionadas.
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Griafico 3.8

La funcién de produccidén sustituta y la frontera de precios de los factores
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CAPITAL SUSTITUTO Y FUNCION DE PRODUCCION SUSTITUTA

¢Cudl es la interpretacion del capital gelatina. .. que todo esto presupone? Puede decirse
que es el capital sustituto (homogéneo) que da exactamente el mismo resultado que
la variable coleccién de bienes de capital fisicos diversos en nuestro modelo realista
[...] ;Cémo puede computarse la cantidad de capital sustituto —gelatina— en
cada situacién de equilibrio estacionario, en el modelo neocldsico de Ramsey-Clark?
Simplemente, calculando la pendiente de la frontera de precios de los factores en
todos y cada uno de sus puntos y multiplicando por ella la cantidad de trabajo, f4cil-
mente medible, correspondiente a cada punto. [...] Hay otro modo més de calcular
(o de verificar) la magnitud del capital sustituto que ha de entrar en la funcién de
produccidn sustituta capaz de predecir toda conducta. En cualquier situacién, habrd
una tasa de interés de mercado empirica (o simulada), as{ como un producto total
empiricamente observado y una participacién de la fuerza de trabajo igualmente
empirica. La participacién de la propiedad, valor residual, una vez capitalizada a la
tasa de interés o de ganancia observada, tiene que ser, dado que hemos postulado la
ausencia de incertidumbre, exactamente igual al valor de balance de los bienes de
capital heterogéneos, valuado cada uno de ellos a su precio de equilibrio de mercado,
que estd perfectamente determinada por la animada emulacién de numerosos ofertantes
y demandantes (Samuelson 1962: 201).
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Los EFecTOos WICKSELL

Para mostrar las diferencias entre el efecto Wicksell real y el efecto Wicksell precio, Bhaduri
(1966) parte de la relacién del capital per cdpita, k = JoW , que en general expresa como:
r

k =W (y, W, ). Diferenciando totalmente esta funcién, se obtiene:

P b g b
dk = a—a’y+(6—dw+a—drj
oy ow r
Esta ecuacién tiene dos componentes: 1) a—qjdy ) (6_\11 aw+ a—\Ija’r) . El primero
oy ow or

es el que indica el cambio en el valor del capital per cdpita provocado por la técnica de
produccidn: «El valor del capital per cdpita es mds alto porque el producto-trigo per cdpita
es més altor. A este se le denomina efecto Wicksell real: «el cambio en el valor del capital
originado por un cambio en la técnica de produccién» que impacta en la productividad
del marginal del capital (Bhaduri 1966: 285-286). El segundo captura los cambios en el
valor del capital per cdpita debido a la variacién en los precios de los factores (tasas de
interés y de salarios). Se le denomina a efecto Wicksell precio. Se puede demostrar que:

dk real:aa—‘ydyzﬂ Y dk precio =g—\ydw+a—l}ldr=—[ﬁdr+ﬂ)
r w

y r r r

El primer efecto nos da la condicién para la productividad marginal del capital. Si hay dos
técnicas igualmente rentables, pero una tiene un capital per cdpita y un producto per cdpita
mis altos, «el incremento del valor del producto per cdpita es exactamente compensado
por el incremento del valor del capital per cdpita para mantener constante la tasa dada de
beneficio. Asi nosotros tenemos una clara definicién del producto marginal del capital (en
términos de valor) siempre que la tasa de beneficio se mantenga constante y que técnicas
diferentes sean comparadas a la misma tasa de beneficio. Pero si nosotros comparamos
economias con diferentes técnicas y diferentes tasas de beneficio (y correspondientemente
diferentes tasas de salario), el efecto Wicksell precio, [...] entra en operacién y no hay
entonces razén para creer que el producto marginal del capital en términos de valor iguale
la tasa de beneficio. Este punto fue destacado por Wicksell en su critica a von Thiinen. [...]
Cuando el capital es utilizado como factor de produccién en un modelo de un solo bien
(el ‘capital’ es un ‘stock’ y el producto un ‘flujo’ del mismo bien), [...]por definicidn, el
efecto Wicksell precio es cero» (Bhaduri 1966: 286-287). En estas condiciones la pendiente
en cualquier punto de la curva de salario—beneficio, es igual a la relacién capital-trabajo,
o capital per cdpita, «bajo los supuestos usuales del pago de los factores de acuerdo a sus

productos marginales y de una funcién de produccién homogénea de grado uno en trabajo

y ‘capital’» (Bhaduri 1966: 286-287).
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Podemos apreciar en el grafico 3.8 que K, <kz < k. < ky < kg < k¢. De otro lado,
puesto que solo se produce un bien final (el bien de consumo), la interseccién de
cada linea W — 1 con el eje vertical (es decir el intercepto) mide, como ya sefialamos,
el correspondiente producto por trabajador de cada uno de los sistemas que podemos
ordenar como sigue: Ya<V¥Ys<V¥Ye<VY¥Yo<VYe<VY

Como se comprenderd, hay una relacién directa entre el producto per cdpita y el
capital per cdpita de los sistemas de produccién. Por lo tanto, en el cuadrante izquierdo
se puede dibujar la funcién de produccién «sustituta», asumiendo que existen infinitas
técnicas o sistemas de produccidn y que con este nimero infinito de técnicas la frontera
precios de los factores, serd claramente continua y convexa al origen.

El procedimiento seguido por Samuelson parece convincente y absolutamente 16-
gico. Si se obtiene la funcién de produccién y = f (K) partiendo de capital heterogéneo,
se puede utilizar el modelo simple de un bien, en el cual el capital y el producto son
homogéneos, siendo este capital (que llama gelatina) sustituto del capital heterogéneo.
Samuelson habria rehabilitado asi las pardbolas neocldsicas y mostrado la vacuidad
tedrica de las criticas a la teorfa del capital y la distribucién efectuadas por Robinson,
Garegnani y otros.

Es importante senalar que si la curva o frontera de precios de los factores es convexa,
valores bajos de K corresponderdn a mayores tasas de beneficio, y viceversa. Esta relacién
inversa (entre K y I) es conocida como el «efecto precio Wicksell positivo». Cuando
la funcidn es cdncava, valores altos de K estan asociados con altas tasas de beneficios.
Este es el «efecto precio Wicksell negativo»’.

Recuérdese que los mercados son perfectos y que los precios trasmiten con exactitud
la informacién correcta sobre la escasez relativa de un bien o de un factor de produccién.
Esto corresponde a los postulados de sustitucién que se supone ocurren en el consumo
y la produccién. La escasez relativa de factores hace que los consumidores aumenten
su demanda de bienes producidos con los factores relativamente mds abundantes, pues
los precios de estos bienes serdn relativamente mds bajos; y, en la otra cara de moneda,
los productores adoptardn la técnica ahorradora del factor escaso, aumentando su
demanda del factor abundante pues su precio serd relativamente mds bajo.

Aqui es donde aparece el efecto Wicksell. Si es posible postular una demanda de

factores que relaciona inversamente sus cantidades y precios —como parece haberlo

> Los cambios en el valor del capital cuando cambian los valores de W y I, pero no cambian las técnicas,
son denominados «efectos precio de Wicksell». De otro lado, los cambios en el valor del capital generados
por cambios en las técnicas cuando cambian los valores de W y I, son denominados «efectos reales de

Wicksell».
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demostrado Samuelson— entonces un aumento en la tasa de interés debe conducir a
una disminucién de la relacién capital-trabajo. Este es el efecto precio Wicksell po-
sitivo. Wicksell, en su Lectures on Political Economy, sefialé que este efecto se cumple
solo bajo ciertas condiciones especiales. Dado el aumento de la tasa de interés puede
producirse un efecto Wicksell real positivo, es decir, un aumento de la relacién técnica
entre maquinaria (bienes fisicos) y trabajadores, pero nada asegura que el cambio en
el valor del capital sea el que supone la teoria neocldsica.

Sin embargo, de acuerdo a la frontera de precios de los factores de Samuelson no
hay lugar para estas anomalias: hay una relacién inversa entre las cantidades demanda-
das de un factor y sus precios: entre el salario real y el empleo de la fuerza de trabajo,

y entre la tasa de interés y la cantidad demandada de capital®.

El error de Samuelson y la curva salario—beneficio
o frontera de precios de los factores

El gran error que cometié Samuelson fue suponer uniformidad en los coeficientes de
trabajo y capital requeridos en la produccién de bienes en ambos sectores. En realidad,
como lo senala Garegnani (1970), Samuelson no abandoné el modelo de un solo bien

porque si ﬁ:b:E y o =a=a,entonces p, =p, =1.

Podemos reformular la ecuacién de salario—beneficio como sigue:

e I-a(r+90)
- B+(r+68)aB(m-1)

ob

Donde: m=—

ap

El cociente M puede ser mayor, igual o menor que uno. En el primer caso la com-
posicién orgénica del sector de bienes de consumo es mayor que la del sector de bienes

de capital. Cuando ambas son iguales toma el valor de uno.

® Los bienes de capital y la cantidad de capital que estos bienes representan son el resultado de inversiones
efectuadas en el pasado. De aqui se infiere una relacién inversa entre la inversién y la tasa de interés. Por
lo tanto, una vez rehabilitadas las pardbolas neocldsicas podria decirse también que se valida esta relacién:
la inversién disminuye si sube la tasa de interés. Ademds, de acuerdo con el debate de los dos Cambridge
la unidad de medida de las inversiones debe ser la misma que la del capital.
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Ahora bien, si existen diferentes composiciones orgdnicas, es decir, si el sistema
de produccién no es de un solo bien, la curva salario—beneficio puede ser convexa al
origen cuando M > 1, o puede ser c6ncava al origen cuando m < 1. Cuando m =1,
la ecuacién salario—beneficio es de una recta, como la obtenida por Samuelson para
cada uno de sus sistemas de produccién (véase grifico 3.9).

Cuando la curva es céncava al origen (M > 1), las proposiciones neocldsicas pierden
validez. Por ejemplo, la elasticidad de la «frontera de precios de los factores» ya no
reproduce la distribucién del ingreso, esencialmente porque en una curva salario—be-
neficio o lineal, k # —Ow/ Or . Obviamente, esta proposicion es verdadera solo si nos
encontramos en el estado estacionario’.

De las ecuaciones de precios se puede despejar el precio relativo del bien de capital,
P=p/p.:

b

P r+8)aB(m-1)

Griéfico 3.9
La curva salario—beneficio para distintas composiciones orgénicas
W W W
m<1 m=1 m>1
r r r

7 Cuando se abandona el supuesto de hallarse en el estado estacionario y se mantiene la regla de oro, la
elasticidad de la curva salario-beneficio (W-r) mide la distribucién del ingreso, pero los problemas con
las otras proposiciones o pardbolas neocldsicas persisten (Nell 1970).
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Esta ecuacién nos dice que el precio relativo del bien de capital serd positivo,
p > 0 para cualquier valor positivo de I, comprendido entre cero y la mdxima tasa de
ganancia, R, (cuando W se hace cero): 0 <7 <R (véase Garegnani 1970: 409)3%.

El precio relativo del bien de capital serd constante solo si la curva de salario—be-
neficio es una linea recta. Esto ocurre como se sabe cuando la proporcion de capital-
trabajo es la misma en ambos sectores. Solo en este caso, «cuando I varia, el cambio en
la relacién rAv debe afectar igualmente a los dos bienes, dejando inalterado el precio
relativo del bien de capital. En general, sin embargo, la curva de salario—beneficio
puede ser céncava o convexa al origen» (Garegnani 1970: 410).

Con una curva céncava al origen el precio relativo del bien de capital aumenta
cuando aumenta la tasa de ganancia. Como ya lo mencionamos esto ocurre cuando
m < 1, es decir, cuando la relacién capital—trabajo en el sector de bienes de consumo es
menor que la relacién capital—trabajo en el sector de bienes de capital: la elevacién de
los costos de interés afecta a los bienes de capital mds que a los bienes de consumo. Lo
contrario ocurre cuando la relacién capital-trabajo en el sector de bienes de consumo

es mayor que la relacién capital-trabajo en el sector de bienes de capital.

El reswitching y la reversibilidad del capital

Consideremos los problemas de reswitching y de «reversibilidad del capital». Supon-
gamos que existen solo dos sistemas o técnicas de produccion: una con una frontera
de precios de los factores convexa al origen y la otra con una frontera de precios de los
factores concava al origen (véase grafico 3.10).

Como se sabe, segtin la teoria neocldsica los empresarios capitalistas maximizan
beneficios (o minimizan costos), por lo tanto, para cada relacién salario—beneficio esco-
gerdn la técnica que les permita obtener el mdximo producto total, o en otras palabras,
dada la tasa de ganancia, el empresario capitalista optard por la técnica mds eficiente:

que le permite producir con el menor costo, pagando el salario real mds elevado”:

8 Los precios de las mercancias son positivos y finitos para todo valor I que se encuentre solo en el in-
tervalo 0 <7 <R, donde R es la mdxima tasa de beneficio cuando W = 0. Si se asumen precios positivos
aun mds alld de la méxima tasa de beneficio, se producirdn valores negativos para la tasa de salario. Segtin
Laibman y Nell (1977) y Garegnani (1976), en cualquier sistema para el intervalo 0 < <R, todos los
precios y los salarios son positivos. Esto estd garantizado por el teorema Perron-Frobenius, segtn el cual
el méximo valor propio de una matriz no singular tiene un vector propio de componentes positivos.

9 Segiin Nell (1983) la teorfa neocldsica no toma en cuenta que las firmas capitalistas, como unidad de
capital, compiten no solo en los mercados de bienes y de trabajo, sino también en el mercado de capitales,
pues generalmente deben endeudarse para realizar grandes inversiones en capital fijo. En este contexto
competitivo, las firmas deben considerar sus tasas de beneficio. El cambio en las técnicas es resultado de
la presién generada por la competencia.
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La técnica I es la mds rentable en mds de una tasa de beneficio; es eficiente a tasas
de beneficios por debajo de I, y por encima de I, (hasta la mdxima tasa de beneficios,
R!). Por su parte, la técnica II es eficiente a tasas de beneficio que se encuentran entre
I,y I, Este es precisamente un problema de reswitching o de «readopcién de técnicas».
Este problema se presenta precisamente porque la envolvente de las distintas curvas
salario—beneficio asociada a cada técnica, es decir, la frontera de precios de los factores no
es toda convexa al origen, por lo tanto, no satisface las pardbolas neoclasicas. Unicamente
sobre los puntos de esta frontera (la envolvente de las dos curvas de salario—beneficio
que corresponden a las dos técnicas) los empresarios capitalistas maximizan beneficios.
Sabemos, ademds, que solo una curva de salario—beneficio convexa al origen asegura
la existencia de una funcién de produccién bien ordenada.

Las ecuaciones del producto per cdpita de las dos técnicas en el «estado estacionario»

pueden representarse con las siguientes ecuaciones:

(1) y,=rk,+w  Técnical
(2) y,=rk,+w  Técnica Il

Entonces, las ecuaciones de las respectivas relaciones capital-trabajo, en el estado

estacionario, serdn:
(la) kl = (yl _W) Ir
(23) kz = (Y2 _W) Ir

En los puntos A y B del gréfico 3.10 (puntos de cambio de técnicas) las tasas de
salarios (W) y de beneficios (r) son las mismas en las ecuaciones (1a) y (2a). Claramente
entonces, K; > K, yaquey, yY, son constantesy Y, >Y,. Esto significa que la técnica
I presenta un valor mayor de capital en ambos puntos de cambio de técnicas (en I, y
r, conr, <r,). La misma técnica I de produccién del tinico bien de consumo es mds
rentable para valores muy bajos y muy altos de la tasa de beneficios. Cuando las tasas
de beneficio superan a I, la economia abandona la técnica I y adopta la técnica II.
Cuando las tasas de beneficio superan a I, la economia vuelve a adoptar la técnica I
que fue descartada por ser poco rentable para tasas de beneficio intermedias o que se
encuentran entre I' y I',. Este es el lamado fenémeno de reswitching o double-switching

de técnicas, con lo cual se pone en duda la validez de las pardbolas neocldsicas.
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Grifico 3.10
Reswitching y reversibilidad del capital
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El reswitching ocurre cuando una sola técnica es la mds rentable tanto a tasas de
beneficio altas como bajas. El punto de cambio perverso para la teoria neocldsica es
B, porque el cambio en la tasa de beneficio I, desde la técnica II a la técnica I, es un
cambio desde un nivel menor a uno mayor de capital por trabajador a medida que
la tasa de beneficio se incrementa. Este es un backward switch o efecto real negativo
Wicksell. Este cambio de técnicas invalida la relacién inversa neocldsica entre Ky r.

Por otro lado, sabemos que el problema de la reversibilidad del capital ocurre cuan-
do el valor del capital se mueve en la misma direccién que la tasa de beneficio en las
proximidades de un punto de cambio. En efecto, existe capital reversing en B, porque
Y, <V, y K, <K, y a menores valores de I, K, continuard disminuyendo.

4. EL ENFOQUE DE SOLOW Y LA CRITICA DE NELL

Robert Solow también participa en la controversia e intenta evitar el problema en la
medicion del capital utilizando el andlisis de la tasa de retorno de la inversion de Fisher

(1930). Sin embargo, Edward Nell critica el enfoque de Solow, pues comete el mismo
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error de Samuelson, es decir, su andlisis solo se aplica en un contexto de un solo bien
y no consigue mostrar que la tasa de interés es la medida de la tasa social de retorno

sobre los ahorros invertidos.

Elintento de Solow de evitar el problema de la medicién del capital utilizando
un marco intertemporal

El otro intento de evitar el problema de la medicién del capital y del uso de la funcién
de produccién fue efectuado por Solow en su libro Capital Theory and the Rate of Return
publicado en 1963 y en su articulo «The interest rate and transition between techniques»
de 1967. Lo hace recurriendo al andlisis de la tasa de retorno de la inversién desarrollado
por Fisher (1930). Este autor plantea que las decisiones de inversién de una empresa
son un problema intertemporal; desarrolla su teoria suponiendo que todo el capital es
circulante. Si todo el capital se gasta en un proceso de produccién, entonces no existe,
como se comprenderd, un stock de capital K. Para Fisher el capital es inversion. Solow
(1967) retoma este planteamiento fisheriano de ausencia del factor capital y de una
teorfa de la inversién que prescinde del uso de la funcién de produccién neocldsica y
del concepto de productividad marginal de los factores capital y trabajo. Como Fisher,
Solow (1967) se concentra solo en el andlisis del retorno de la inversién.

Solow inicia su argumentacién afirmando que en las discusiones sobre los pro-
blemas en la teoria del capital —los fenémenos de reswitching y capital reversing, el
efecto precio negativo de Wicksell, etcétera—, la tasa de interés (o la tasa de beneficio)
fue considerada como un pardmetro. Se partia de sus cambios exdgenos para explicar
situaciones alternativas de equilibrio. Dice que «es consecuencia de este enfoque que se
haya descuidado una importante propiedad de la tasa de interés: [...] en la medida en
que prevalezcan el pleno empleo y la fijacién de los precios mediante la competencia,
la tasa de interés constituye una medida precisa de la tasa social de retorno sobre los
ahorros» (Solow 1967: 30).

Segtin Solow (1967) la tasa de retorno social al ahorro (p) es una medida adecuada
para analizar la transicién de una técnica a otra, es decir, el cambio en los métodos
de produccién a expensas del consumo presente. La tasa de interés o de ganancia
obtenida en la produccién de bienes de consumo y en sus insumos (imputs) mediria la
relacion de los beneficios del consumo futuro entre el sacrificio del consumo presente.
Esto implicaria entonces que las tasas de retorno privada y social coincidirdn. Con
este enfoque intertemporal se intenta evitar los problemas de la teoria neocldsica del
capital: la tasa de interés (I) es «una medida precisa de la tasa social de retorno sobre los
ahorros» (p) en cualquier situacion, es decir, tanto en situaciones de reswitching como

en los casos normales, es decir, I' es igual a p. Solow (1967) pretende asi extender la

216



CarfTULO 3. LA CONTROVERSIA SOBRE LA TEOR{A DEL CAPITAL Y LA TEOR{A DEL CRECIMIENTO

teorfa neocldsica de asignacion de recursos y precios a la explicacién de los beneficios
y, por consiguiente, a la distribucién del ingreso. La distribucién constituiria un caso
especial de la eficiencia en el establecimiento de los precios.

Para mostrar esta proposicién Solow supone una economia que produce N bienes
o mercancias con un insumo primario (trabajo) no producible. La tecnologia y este
insumo trabajo permiten producir mayores cantidades de los N bienes. Como no hay
produccién conjunta, hay n industrias, una para cada mercancia. Hay una zecnologia de
capital circulante. «Cada industria conoce un niimero finito de actividades; una activi-
dad de la industria Zésima [...], produce una unidad de la mercancia iésima, consume
stocks determinados de cada una de las N mercancias que deben serle suministradas de
antemano, y requiere un insumo determinado de trabajo» (Solow 1967: 30-31). Cada
actividad presenta retornos constantes a escala y actividades diferentes se combinan

aditivamente. Los salarios se pagan post-factum.

El modelo de la economia de Solow en forma matricial y algunas criticas

Existen dos técnicas conocidas:

(A a,] Técnica a (técnica en operacién)

(B, b,] Técnica f (técnica que serd elegida)

Donde Ay B son las respectivas matrices de coeficientes de insumos interindus-
triales de orden N, y @, y b, son los correspondientes vectores fila de requerimientos
directos de trabajo.

. . , * . . . .

Existe una tasa de interés, I, (switching interest rate) que constituye un punto de
cambio (switching point) para las técnicas a y f, y un salario real asociado, W. La tasa
de retorno (p) relacionada con la transicién de la técnica a a la téenica f, serd igual a la

. , . * . o * .
tasa de interés de cambio (I'"), es decir, p = 1. Esto es lo que Solow intenta demostrar.

El vector fila de precios de las N mercancias:
(1) p*=p*A(Q+r*)+aw=p*B(1+r*)+bw

* —_— . ’ . . 7’ .
(r" =w) son la tasa de interés y la tasa de salario a los que se igualan las dos técnicas, y
* . . ’ . . 7
P~ es el vector fila de precios asociado que las dos técnicas tienen en comdn. A la tasa
. z * ’ . . . . .
de interés I'", las técnicas a y ff son competitivas y pueden coexistir porque a esa tasa

de interés, ambas técnicas presentan el mismo precio.
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El vector columna del consumo:

En el modelo de Solow la demanda final solo contiene bienes de consumo. No hay
inversién; por lo tanto, la tasa de crecimiento (g) es igual a cero. En otras palabras,

Solow trabaja en un contexto de estado estacionario (equilibrio competitivo y estable)!°.
2)(1-A)X=C
3)(-B)Y=C*

X'y Y son vectores columna de las N cantidades fisicas de producto para las técnicas
oy f, respectivamente. C y C” son vectores columna de las N cantidades fisicas que
conforman la demanda final de consumo para las técnicas a y f3, respectivamente. Los
respectivos capitales circulantes son: AX 'y BY. Estos son necesarios para repetir el ciclo
de produccién en el periodo siguiente.

La economia parte de un estado estacionario en el cual utiliza la técnica a y dis-
fruta de cierto nivel de consumo C. Solow supone que esta economia intenta, para
el periodo siguiente, «entrar en un nuevo estado de equilibrio estable, que incluya el
empleo de la técnica B, el producto Y y el C*» (Solow 1967: 32). Para que esto sea
posible, la economia debe generar capital circulante (BY) disminuyendo el producto
actual (X). Con este objetivo, la economia debe reducir el nivel actual de consumo,
para pasar de un nivel C a otro de nivel mayor C* correspondiente con la técnica . Si
el consumo presente se reduce a un nivel C, la magnitud del sacrificio del consumo
presente serd igual a: C —C .

De la ecuacién (2) y debido a que el producto actual serfa igual a: X =C + BY

(4) C—-C=BY - AX

Esta ecuacién indica que el sacrificio del consumo presente es equivalente al incre-
mento del capital circulante para hacer posible la operacién de la técnica f.
Por otro lado, la ganancia en bienes de consumo futuro serdn iguales a C"—C. Asi,

de las ecuaciones (2) y (3):
(5) C*-C=(I-BY-(I-A)X

En este punto, es importante mencionar una de las criticas que hace Nell al mo-
delo de Solow. Las ecuaciones (4) y (5) solo tienen sentido bajo el supuesto de que el
conjunto de mercancias cuyo consumo se sacrifica, deben ser fisicamente idénticas al
conjunto de mercancias sumadas al stock de medios de produccién. Como sefala en
Nell (1976), el anlisis de Solow implicitamente asume que todos los bienes figuran
tanto como bienes de consumo y como medios de produccién. Si asumimos que el

10 £ Ja seccién 7 de su articulo, Solow introduce la tasa de crecimiento , pero no altera el vector de demanda final.
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bien de consumo y los bienes producidos como insumo no son homogéneos, la tran-
sicién hacia la técnica f «puede implicar cambios no solo en la cantidad de insumos
utilizados, sino también en el tipo de insumos» (Eatwell 1976). En consecuencia, la
equivalencia fisica entre los bienes de consumo sacrificados y el incremento en el szock
de capital desaparecerd, a menos que el modelo sea solo de un bien.

Ahora bien, para hallar la tasa de retorno social, dado que no es posible comparar
C —C con C"—C i no estdn expresados en valores homogéneos, Solow utiliza el sistema
de precios comtn a las dos técnicas en el «punto de cambio» (Solow 1970 y 1967).
Noétese sin embargo, que, como se aprecia en la ecuacion (1), «estos precios presuponen
precisamente la tasa de beneficio que Solow desea explicar» (Pasinetti 1970).

La expresion final de la tasa social de retorno sobre los ahorros, definida por Solow, es:
o p 0
p*(C-0)

De las ecuaciones (4) y (5), pre-multiplicando por el vector fila de precios, tenemos:

(7) p*(C*=C)=p*(U-B)Y - p*(I-A)X

(8) p*(C-C)=p*BY —p*AX

Reemplazando las ecuaciones (7) y (8) en (6), se obtiene la tasa social de retorno
sobre los ahorros a partir de la definicién hecha por Solow!!:

p*U-B)Y-—p*(I-A)X
p*BY —p*AX

) p=

Post-multiplicando la ecuacién de precios (1) por Xy Y adecuadamente, y haciendo

algunas operaciones algebraicas, tenemos:
(10) p*(I-AX =r*p*AX —a,w* X
(11) p*(I-B)Y =r*p*BY —-bw*Y

Solow asume que la fuerza laboral es constante e igual a L, por lo tanto:
a,X =b,Y =L . Entonces, de las ecuaciones (10) y (11), se obtiene:

(12) p*(I-B)Y —-p*(I-AX =r*p*BY —r*p*AX

p*Y-p*X
p¥BY —p*AX
incremento de la produccién, neta de insumos, y el ahorro convertido en inversién en capital circulante,
es decir, el incremento del capital circulante al pasar de la técnica a a la técnica 8. Como en Fisher (1930)

11 Esta tasa puede expresarse también como sigue: p = —1, que es la relacién entre el

la inversién de cualquier periodo genera produccién solo en el siguiente periodo.
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LA TASA DE INTERES ES LA MEDIDA PRECISA
DE LA TASA SOCIAL DE RETORNO

Robert Solow senala:

Esta es la proposicién bdsica que me propuse probar. La tasa de interés a la cual tanto a
como f pueden competir es igual a la tasa social de rendimiento del ahorro en el pasaje
de un estado de equilibrio con la técnica a, a un estado de equilibrio con la técnica f. Si a
resulta competitiva para tasas de interés I' , levemente mayores que I, y f resulta competitiva
para tasas de interés I’ levemente inferiores, entonces, en general: I, >p >1;, que es lo que
mds cabe esperar en el caso de una tecnologia discreta. A medida que aumenta el niimero
de técnicas, y se contraen los intervalos entre ellas, cada tasa de interés pasa a ser un punto

de cambio, y esta pequefia indeterminacién desaparece en el limite (Solow 1967: 33).

Reemplazando esta expresion en la ecuacién (9), se obtiene:
_rEp*BY —r*p*AX r*p*(BY -AX)
p*¥BY —p*AX p*(BY — AX)

(13) p

(14) p=r=*

Este resultado es légicamente debido a que p*(BY — AX) es un escalar. Hemos
llegado a lo que Solow (1967) queria demostrar y, supuestamente, con ello mostrar la
poca o nula importancia de los problemas de la medicién del capital y del uso de la
funcién de produccion.

El error de Solow y la critica de Edward J. Nell

Este resultado no explica cdmo se determina la tasa de interés o la tasa de beneficio.
Si los precios dependen de la tasa de interés, para utilizar p*, es decir, para que los
precios existan y sean utilizados, previamente se debe conocer el correspondiente valor
de 1. Por lo tanto, Solow fall6 en su intento de demostrar que la tasa de interés es una
medida precisa de la tasa social de retorno sobre los ahorros. Al igual que Samuelson,
cuando intenté construir su funcién de produccién sustizura, Solow no pudo dejar el
contexto de un solo bien y, por lo tanto, no pudo rehabilitar la proposicién neocldsica
acerca de la relacién inversa entre la tasa de beneficio y el valor de los bienes de capital,
o de la relacién inversa entre la inversién y la tasa de interés. De este modo, fracasé en
su propdsito de extender la teorfa de asignacién de recursos y precios a la explicacién

de la tasa de beneficio.
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El teorema de Solow puede ser analizado con mayor claridad partiendo de las

identidades de valor agregado del ingreso nacional y producto neto, en términos per

cépita, correspondiente a las dos técnicas (Nell 1976)!2. Utilizando capital circulante

y operando en condiciones de estado estacionario (§ = 0), tenemos:

(1) yy=w+{1+r)k =c +k Técnica 1

2) y,=w+((+r)k,=c, +k, Técnica 2

Donde Y es el ingreso o producto per cdpita, W la tasa de salarios, I' la tasa de
beneficio, C el consumo per cdpita y K el capital per cdpita.

Ahora supongamos un cambio desde la técnica 1 hasta la técnica 2. Por lo tanto,
para obtener K,, el consumo €, debe ser reducido. Consecuentemente, la ecuacién de
transicion sera:

(3) y, =c +k,

Seguin Solow, la tasa de retorno social estd definida como:
C,—C

4) p=2"4

@ p=g

De las tres primeras ecuaciones, se obtiene:

5) G, =G :(yz_yl)_(kz_k1)
6) ¢, —¢ =k, —k
7) Yo=Y :(1+r)(k2—k1)

Por lo tanto:

(8) p= o= 1= (1+r)(k2—k1)_1:
kz_kl k2_k1

O p=r

Pero, sabemos que en el estado estacionario el producto per cdpita correspondiente

a cualquier técnica es constante, entonces, a cualquier punto de cambio en un modelo

de capital circulante, k, = Y2 W vk = NTW,

1+r Y14y

12 Con el fin de cambiar o pasar de la técnica 1 a la técnica 2, Wy F serdn comunes a ambas y también
los precios. Los productos estdn valuados con estos precios comunes.
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En consecuencia,

(10) r:u_l
kz_kl

Esto no guarda ninguna relacién con ninguna definicién de la tasa de retorno
social. Ademds, como senala Nell, esta expresién es una tautologia y no puede explicar
precios o beneficios: los precios y la tasa de beneficio deben ser conocidos antes de
hallar y y k'3. Unicamente en un modelo de un solo bien, los precios y beneficios no
son necesarios. Por consiguiente, nada puede explicarse partiendo de una tautologia.

Solow queria proporcionarnos una teoria de la tasa de interés en reemplazo de
la teoria del «capital», en términos de tasa de rendimiento sobre el sacrificio. Para el
célculo de esta tasa de rendimiento no requeria supuestamente de ninguna medicién
del capital. Pero Solow se equivocé al pensar que una economia de produccién de
mercancias heterogéneas mediante mano de obra y bienes de capital heterogéneos fun-
ciona como en el caso especial de una economia que produce un solo bien con infinitas
técnicas. Si fuera asi, las pardbolas neocldsicas se habrian rehabilitado: la cantidad de
capital y la tasa de beneficios se relacionarfan inversamente, se podria usar la funcién
de produccién y se restauraria la idea de que la productividad marginal del capital se
iguala a la tasa de beneficios o tasa de interés.

Pero, ;hay algo rescatable o importante en su teoria de la tasa social de retorno
sobre los ahorros? Segtin Nell, aunque Solow parte del punto de cambio (switch point)
para igualar r y p, solo su definicién de p estd justificada. Esta tasa social de retorno
es definida en términos no solo de las ecuaciones (1) y (2) correspondientes a las dos
técnicas, sino también en términos de la ecuacién de transicidn, ecuacién (3). Como
sostiene Nell (1976), Solow «estd preocupado, no solo con el hecho de que el punto de
cambio exista, sino también con el sacrificio en el consumo y la ganancia subsecuente
que involucra realizar el cambio de técnica». Entonces, la proposicién de Solow «no es
tanto una condicién de equilibrio, como una validacién de una condicién de equilibrio
propuesta». La estimacion de p en términos de ganancia social de consumo futuro
resultante del sacrificio de consumo presente, y la tasa de beneficio () obtenida con la
produccién de bienes de consumo y sus insumos, deben ser mutuamente compatibles.
En otras palabras, las transformaciones intertemporales de consumo deben ocurrir a
una tasa (p) capaz de ser igualada con la tasa de beneficio (r) obtenida en la produc-
cién de los bienes de consumo y de sus insumos. Para entender el argumento —dice
Nell—, supongamos lo contrario: supongamos que sistemdticamente p # 7, entonces

«el ahorro y la inversién no se equilibrardn con los niveles actuales de capital» y, por

13 Véase nota de pie anterior.
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lo tanto, «la teoria neocldsica del capital no podria poseer un equilibrio completo.
[...] Si la tasa de retorno se halla por encima de la tasa de beneficio, los empresarios
tratarfan de desechar sus equipos y realizar nuevas inversiones, mientras que si la tasa
de retorno estd por debajo de la tasa de beneficio, los nuevos ahorros serfan canaliza-
dos a la licitacién de las propiedades existentes en la actualidad. [...] Por lo tanto, la
proposicién de Solow deberia interpretarse como una demostracién de que la teoria
de Fisher del ahorro e inversion puede ser insertada en el modelo de salario-beneficio.
No es una condicién de equilibrio en si misma, mds bien demuestra la posibilidad de
un equilibrio fisheriano» (Nell 1976: 103). Este seria el aporte de la teoria de Solow
sobre la tasa social de retorno sobre los ahorros.

Sin embargo, la teoria de Solow fue desarrollada para condiciones estacionarias, es
decir, para una economia donde la inversién neta es cero porque la tasa de crecimiento
(9) es igual a cero. Esta es la debilidad de la argumentacién teérica de Solow. Dada
una tasa de crecimiento positiva y suponiendo que la transicién de una técnica a otra

ocurre sin alterar la tasa de crecimiento, tenemos:

(11) y,=w+1+r)k, =c, +(1+ gk, Técnica 1
(12) y, =w+(1+r)k, =c, +(1+ g)k, Técnica 2
(13) y =c+(1+g)k, Ecuacidn de transicién

De estas tres ecuaciones se obtiene:
(14) c,—¢ =y, =y, —(1+g)k, — k)
(15) a—-c=01+g)k,—k)

(16) y, =y =1 +r)k, —k,)

Considerando la definicién de la tasa de retorno social y haciendo reemplazos,

obtenemos:
¢, —C Yo =N
(17) p=—=—= -
¢ —¢ (1+g)(k2—k1)
(18) p= A+7r)k,—k) 1 1+r 1
(1+g)(k2_k1) 1+g

l+¢
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La tasa social de retorno se iguala a la tasa de interés, p = 1, solo cuando la tasa
de crecimiento es igual a cero, § = 0. Cuando la tasa de crecimiento es igual a la tasa
de interés, g =T, es decir, cuando se cumple la regla de oro, la tasa social de retorno
es igual a cero (p = 0). Cuando la tasa de crecimiento es mayor que la tasa de interés,
g > T, entonces la tasa social de retorno es negativa, p < 0.

Nell examind la teoria de Solow en otra situacién general, es decir, cuando la
transicién de técnicas altera la tasa de crecimiento: existen dos tasas de crecimiento,
una inicial, g;, que corresponde a la técnica 1 y otra posterior, g,, que corresponde a

la técnica 2.

(20) y1:W+(l+r)k1:C1+(l+g1)k1 Técnical
Q1) y,=w+{(+r)k, =c,+(1+g,)k, Técnica 2
(22) yy=c+(+g))k, Ecuacién de transicién

Operando las tres ecuaciones, se obtiene:

23) p=2=G Ik —k)=(g:k — gik)
¢ —C (k,—k)+(g,k,—gk)

Solo si las tasas de crecimiento son iguales a cero (g, = g, = 0), entonces la tasa
social de retorno serd igual a la tasa de interés (p = ). Si las tasas de crecimiento son
iguales, ambas, a la tasa de interés, es decir, si se cumple la regla de oro (9, =g, =7T),
entonces la tasa social de retorno es igual a cero (p = 0). Si ambas tasas de crecimiento
son distintas de cero, pero no son iguales (g, # J,), el teorema de Solow se mantendra
si y solo si g, Kk, = g,k,.

En resumen, la teoria de Solow se cumple cuando g = 0 . Si la transicién ocurre
con alteraciones en la tasa de crecimiento y hay dos tasas diferentes, la teorfa de que
«la tasa de interés constituye una medida precisa de la tasa social de retorno sobre los
ahorros», se cumple si, y solo si, 9,/ 9, =K, / K;.

Finalmente, Nell se pregunta: ;cudl es la relacién entre el ahorro y p? Recordemos
que p es la tasa de retorno social al ahorro. Suponiendo que g = S, I, donde Spes la

propensidén de los beneficios destinada al ahorro y 0 < 'S, < 1. Entonces,

_r—g IS, r(l-s,)

_1+g I+s,r  l+s,r
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Si la propensién a ahorrar y la tasa de crecimiento son iguales a cero, (S, =0y g = 0),
entonces jla tasa de interés constituye una medida precisa de la tasa social de re-
torno sobre los ahorros!, es decir, p=r. Si S,=1y g = r (regla de oro), entonces
p=0.Cuando 0 <s, <1, la tasa de interés ya no es igual a la tasa social de retorno
sobre los ahorros.

Supongamos que las dos técnicas tienen dos puntos de cambio (switch points).
Sio<g<rys,<ltlquer=rg, yg=0g = Sl entonces, kK, = (C5; — Wg,) /
(rs,—9s;) =Ky, v, por lo tanto, y,= Y, y C, =, =C. Consecuentemente, p, expresada
como (C, —C,)/(C,— T), serd una tasa indefinida.

Por otro lado, si la tasa de crecimiento es igual a I',, sabemos que C,= €, = W,
entonces C,— C, = 0y, por lo tanto, p = 0.

Hemos senalado que la debilidad del modelo de Solow se encuentra en su supuesto
de estado estacionario, y hemos analizado lo que sucede con la relacién entre p y r
cuando se introduce la tasa de crecimiento en el modelo. Debemos mencionar, sin
embargo, que Solow introduce una tasa de crecimiento igual a la tasa de crecimiento de
la fuerza de trabajo (2) en la seccién 7 de su articulo. «No es necesario —dice— limitar
este andlisis a los estados estacionarios. Todo el razonamiento es vélido si la fuerza de
trabajo aumenta geométricamente a la tasa 7 por periodo, y todas las comparaciones
se establecen entre estados de equilibrio que crecen a esa misma tasa natural» (Solow
1967: 36).

Pero cuando introduce la tasa de crecimiento natural, Solow (1967) cambia su
definicién de p para obtener la igualdad entre p y 1:

En una economfa en crecimiento la transicién de un solo periodo equivale a un sacrificio
de C—C enel consumo en el actual periodo, a cambio de una ganancia en la corriente
de consumo igual a (1 +m)(C* —C) en el periodo siguiente, de (1 +m)?(C* —C) en el
periodo posterior, y asi sucesivamente. La tasa social de retorno es la tasa de descuento
(R) que descuenta el valor de esta corriente hasta el valor de la corriente de consumo
a que se renuncia» (Solow 1967: 37).

Volviendo a nuestra notacién matricial y recordando que g =my p =R, lo que
Solow dice puede expresarse como sigue:

p(C_ 0y~ LHAPH(C*=C) (149)' p*(C*0) (1+8)'p*(C*-0)
(1+p) (1+p) (1+p)

2
pr(C_0)LEP*(C* O 1+g (l+g
1+p) I+p (1+p

+...
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Suponiendo que 1+g <1
1+p

pﬂc_gﬁgugnﬁ«w—cq 1+p }
(+p)  [A+p-(+g)

= _(I+g)p*(C*-C)
*(C-0)=
A T I

(I+g)p*(C*-C)
p*(C-0)

(+p)-(+g)=

p*(C*=C)

p=g+(1+g) »*(C-0)

p*(C*-C) _r*-g
p*(C-C) 1+g

71, . . . —_ * . .
Esta ultima ecuacién indica que p = I inicamente si

PR . *
Esta condicién fue asumida por Solow porque deseaba mostrar que p = r’; pero,

al hacerlo, tuvo que cambiar su primera definicién de la tasa social de retorno sobre
*(C*_C

los ahorros: p = L_) .
*

p*(C-0)

Finalmente, una vez que aceptamos este cambio de definicién, es importante

- . * . . , . .
senalar que la igualdad p =1, es decir, que «la tasa de interés constituye una medida

precisa de la tasa social de retorno sobre los ahorros», resulta de suponer que e <1
x tp
0, en otras palabras, de suponer que p > @, lo que implica que r' — g > 0y que, por

lo tanto, ya no se cumple la regla de oro.

5. Lo QUE ENSENA LA CONTROVERSIA ENTRE LOS DOS CAMBRIDGE

La controversia muestra la existencia tedricamente irrefutable de los fendmenos del
capital-reversingy el reswitching. Con esto las pardbolas neocldsicas quedan invalidadas.
Samuelson, en su articulo titulado «A Summing Up», publicado en 1966, fue explicito
al reconocer que no puede ser universalmente vélida la proposicién neocldsica segtiin

la cual, a medida que baja la tasa de interés «como consecuencia de la abstencién del
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consumo presente a favor del consumo futuro, la tecnologia debe volverse en algtin
sentido mds indirecta, més mecanizada y mas productiva» (Samuelson 1966: 568) ',

Por otro lado, las criticas de Nell a la ruta seguida por Solow son elocuentes; habria
que agregar que los beneficios futuros que se anticipan de un sacrificio del consumo
presente o, de acuerdo con Robinson, de una decisién de inversién, depende de las
expectativas de los precios y salarios. Pero, no es solo un problema de ausencia de
expectativas. En la teorfa fisheriana de Solow, segiin la cual la acumulacién de capital
proviene del sacrificio del consumo corriente a cambio de un mayor consumo futuro,
la tasa de interés «constituye una medida precisa» de la tasa social de retorno sobre
los ahorros. Esto quiere decir que mayores acumulaciones de capital se asociarian con
tasas de interés mds bajas, pero la controversia muestra que tasas de interés mds bajas
pueden provocar precisamente lo contrario®®.

Como reconoce el propio Samuelson (1966), luego de analizar la teoria fisheriana

de Solow en la seccién VII de su articulo:

En resumen, en esta seccién se ha mostrado que el paso a una tasa de interés mds
baja puede involucrar una desacumulacién de capital, y un excedente (mds bien que
un sacrificio) de consumo corriente que se equilibra con una subsecuente reduccién
perpetua (mds que un incremento) del consumo como resultado de la reduccién de
la tasa de interés. Este comportamiento anémalo, que puede presentarse ain en los
modelos que no admitan el fenémeno de reswitching, podria llamarse reverse capiral

deepening. (Samuelson 1966: 581-582)

14 Los neoclésicos han admitido que sus modelos de maximizacién de beneficios y determinacién de
precios de los factores por su productividad marginal pueden generar: a) Reswitching (una técnica que es
6ptima a una tasa elevada de interés y que es luego abandonada, vuelve a ser 6ptima a una tasa baja de
interés); y b) capital reversal o «efecto Wicksell real» (una tasa baja de interés es asociada con una técnica
que es menos mecanizada —K/L es baja—, atn sin la existencia de reswitching.

15 Segiin la teorfa neocldsica, cuando cambia, por ejemplo, la cantidad de trabajo, cambia en sentido
contrario el salario real; en este caso el capital cambia de forma pero su valor permanece constante: la
sustitucién de factores garantiza el pleno empleo. Pero, como resultado de la controversia, al invalidarse
la relacién inversa entre las cantidades de capital y la tasa de interés, se invalidan también el uso de las
funciones de demanda de trabajo y de capital. La funcién de demanda de trabajo puede tomar formas
distintas a la senalada por la teoria neocldsica: puede tener, simultdneamente, pendientes positiva y negativa
(véase Garegnani 1970y 1990).
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SAMUELSON ADMITE SU DERROTA

Samuelson sefala:

El fenémeno de la reversién a una tasa de interés muy baja a un conjunto de técnicas que
habian parecido viables solo a una tasa de interés muy alta implica mds que tecnicismos
esotéricos. Ello muestra que el cuento sencillo de Jevons, B6Shm Bawerk, Wicksell y otros
autores neocldsicos —segun el cual a medida que baja la tasa de interés como consecuencia
de la abstencién del consumo presente a favor del consumo futuro, la tecnologfa debe
volverse en algin sentido mds indirecta, més mecanizada y mas productiva— no puede ser
universalmente vdlida (Samuelson 1966: 568).

No hay manera inequivoca de caracterizar diferentes procesos como mds intensivos en
capital, mds mecanizados, més indirectos, excepto en el sentido tautolégico ex post de
haber sido adoptados a una tasa de interés baja e involucrando un salario real alto. Este
tipo de tautologia ha mostrado, en el caso del reswitching, que lleva a una clasificacién
inconsistente entre pares de tecnologfas constantes, dependiendo de cudl tasa de interés
prevalecerd en el mercado. Si todo esto causa dolores de cabeza a quienes suspiran por las
viejas pardbolas de la teorfa neocldsica, deberemos recordarles que los académicos no han
nacido para llevar una existencia ficil. Debemos respetar y valorar los hechos de la vida

(Samuelson 1966: 582-583).

La controversia ha invalidado entonces la proposicién neocldsica de que las remu-
neraciones de los factores de produccién capital y trabajo se explican por sus respectivas
productividades marginales. Con ello se derrumba la explicaciéon de la distribucién
mediante la oferta y la demanda, la teorfa de que los precios son indicadores de escasez
y la concepcién neocldsica de la produccién. De acuerdo con esta teoria la distribu-
cién es un caso particular de la determinacién simultdnea de precios y cantidades.
No se pueden determinar los precios si no se conocen las cantidades o la dotacién de
los factores (endowments). La controversia ha mostrado que no se pueden determinar
los precios simultdneamente con la distribucién. Hay una diferencia importante con
la teoria cldsica que la controversia ha puesto de relieve. Mientras en esta teoria se
determina los precios relativos sin presuponer pleno empleo, tomando como datos
las cantidades de cada bien, la distribucién y la tecnologia; en la teorfa neocldsica se
determinan conjuntamente precios y cantidades, tomando como datos la dotacién de
factores, los gustos y preferencias de los consumidores y la tecnologia. Los precios de

la teoria neocldsica aseguran el pleno empleo de los recursos!©.

1014 critica a los modelos agregados neoclasicos ha inducido a desechar la nocién de capital agregado y
a concentrarse en el desarrollo de modelos de equilibrio general intertemporales desagregados tomando
como dato la composicidn fisica del capital y donde ya no es necesario que se igualen las tasas de ganancia.
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:Qué consecuencias tiene la controversia para la teorfa del crecimiento econémico?
La teorfa neocldsica del crecimiento es también, como sabemos, una teorfa de valor y
de la distribucién. El efecto directo entonces es en el uso de la funcién de produccién

agregada. Solow, el autor del modelo neoclésico de crecimiento, dice:

Permitanme referirme a la importancia (o falta de importancia) del reswitching, y
formular la pregunta que a menudo parece estar en segundo plano, pero que rara-
mente se hace explicita. La profesora Robinson parece pensar que el descubrimiento
del fenédmeno légico del reswitching destruye la «economia neocldsicar. ;Cudl es la
«economia neocldsica» que ha sido destruida? En este contexto considero que eco-
nomia neocldsica es la que trata de las consecuencias légicas de los dos principios, de
minimizacién de costos y de ausencia de beneficios puros (pure profizs), especialmente
en estados estacionarios. No tiene que ver ciertamente con la adopcién de modelos de
uno o dos sectores. Desde este punto de vista—que puede no ser el de ella— toda la
discusién es economia neocldsica. La posibilidad del reswitching es un teorema de la
economia neocldsica, aun cuando este haya sido sefialado primero por los oponentes a
la teorfa. Todo lo que esto significa es lo siguiente: decir que en algunos de los muchos
modelos de bienes de capital puede ocurrir el reswitching es deducir una propiedad de
esos modelos bajo el supuesto de minimizacién de costos y la ausencia de beneficios
puros. Me doy cuenta que esta observacién tiene el aire de joining ‘em since you can’t
lick ‘em, pero pienso que esta es una condicién necesaria preliminar para comprender
de qué trata todo este escindalo (Solow 1975: 49-50)17.

Es decir, la minimizacién de costos y la ausencia de beneficios puros en el largo
plazo es lo fundamental de la teoria neocldsica, es lo que hace a la teoria neocldsica, y
no la adopcién de modelos de uno o dos sectores. Visto asi, como Solow mismo sefiala,
el problema de la readopcién de técnicas es un teorema de la economia neoclésica.

Lo mds interesante, sin embargo, en el contexto del tema de este libro, es que Solow
piensa que su modelo del afio 1956 solo fue y es un instrumento util para el trabajo

empirico y no un aporte a la teoria econémica:

La profesora Robinson —dice— desea hacer creer que la «verdadera» economia
neocldsica es el modelo de una mercancia con proporciones variables. Supongo que
comparto cierta cantidad de la responsabilidad en el desarrollo y popularizacién de

ese modelo. Pero en mi mente siempre ha sido una gruesa simplificacién —a veces

Esta linea de trabajo es conocida como la moderna teoria del equilibrio general desarrollada por Arrow,
Debreu, McKenzie y otros. Véase Harcourt 1976; y Garegnani 2003 y 2005.

17 El beneficio normal es el retorno total minimo sobre los insumos necesarios para mantener a una firma
en una actividad de produccién dada. En cambio el beneficio puro es el retorno total por encima de los
costos totales; es denominado también beneficio econémico. En el corto plazo existe la posibilidad de
obtener un beneficio puro, pero las empresas percibirdn a largo plazo solo el beneficio normal; no hay
beneficio puro.
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util y a veces, sin ninguna duda, engafiosa— adecuado principalmente como una
guia para el trabajo empirico. Nunca he pensado en ello como un aporte riguroso a la
teorfa econdmica, ni creo que he dado la impresién contraria. Cualquiera que lea los
primeros pdrrafos de mi primera contribucién a este tema verd que estuve preocupado
de mostrar claramente cuan improbable —no cuan probable— es que una ‘cantidad
de capital’ tecnolégicamente confiable pueda ser definida. El modelo de un sector no
fue inventado para darle sentido a la cantidad de capital. ;Cémo podria Frank Ramsey
haber tenido eso en mente? (Solow 1975: 48-59).

Solow finaliza su articulo afirmando que el fenémeno del reswitching no es, como

aparentemente supone Joan Robinson, destructivo para la teorfa neocldsica:

No es verdad, incluso con todas las suposiciones estdndar, que los estados estaciona-
rios con menores tasas de interés tengan un mayor consumo por trabajador. Esto es
interesante. No encuentro dificil vivir con este resultado, de modo que no veo cémo
se le pueda considerar terriblemente subversivo para la teorfa estdndar. Suponga que,
hace mucho tiempo y en otro pais, se aceptaba la teorfa estindar de la conducta del
consumidor —maximizacién de utilidad sujeta a restriccién presupuestaria— pero
se pensaba de algiin modo que esa teorfa implicaba que todas las curvas de demanda
tienen pendientes negativas. Entonces, alguien mostré que el bien Giffen era una clara
posibilidad dentro de la teorfa. Le habria tenido que dar un beso de despedida a la
impecable generalizacién, y a sus inmediatas consecuencias también, pero la teorfa de
la demanda del consumidor evidentemente no se habria derrumbado por ello (Solow

1975: 51-52).

En relacién a lo que queda por hacer en la teoria del crecimiento después de la
controversia, Harcourt (1976) dice: «Una posibilidad [...] es el corto plazo keynesia-
no-kaleckiano y sus desarrollos los cuales han sido descuidados en la literatura de la
teorfa del crecimiento» (Harcourt 1976: 58). La idea seria relacionar entre si los cortos
plazos en secuencias dindmicas con énfasis, por ejemplo, en el andlisis de los patrones
de tiempo de produccién, o comparar situaciones de equilibrio en el contexto de «un
andlisis del proceso de acumulacién de bienes de capital» (Harcourt 1976: 58-59) 8.

Pierangelo Garegnani también discute sobre el contenido de una teorfa alternativa
a la neocldsica. Esta tendria la influencia de la teoria cldsica renovada por Sraffa. Dice
que los elementos de esta teorfa alternativa fueron adelantados «en las etapas iniciales
de la controversia por Robinson, Kahn, Kaldor y otros autores ubicados en el lado
critico de la controversia». La preocupacion de «lenar rdpidamente el drea enorme de

18 Hay, sin duda, otras rutas que no podemos desarrollar en profundidad aqui. Solo mencionaremos
como otras posibilidades, los desarrollos de esquemas dindmicos multisectoriales, la integracién vertical
y la produccién conjunta, trabajados por Pasinetti y otros post keynesianos. Todos estos pueden ser la
base de modelos tedricos alternativos.
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los problemas del largo plazo que Keynes ‘dejé cubiertos con fragmentos de cristales
rotos’» —segun afirmacién de Joan Robinson— «podria, sin embargo, haber impe-
dido que se derivaran de la reactivacién del enfoque cldsico todo lo que podia ofrecer
incluso, en mi opinién, una consolidacién y ampliacién al largo periodo de los logros
del propio Keynes sobre la demanda agregada» (Garegnani 2008: 24-25). Esta teoria
alternativa trataria no solo de los problemas de estabilidad de las posiciones de largo
plazo del sistema econémico, sino también de la produccién conjunta, de las rentas del
capital fijo, del rol de las instituciones, y sobre todo debe «incluir andlisis keynesiano
de la demanda agregada, tanto para el corto plazo y, sobre todo, para largo plazo»
(Garegnani 2008: 27).

Por otro lado, recordando la afirmacién de Ricardo de que el principal problema
de la teoria econdmica es determinar las leyes que regulan la distribucién de ingresos
entre rentas, beneficios y salarios, Pasinetti (2000) sostiene:

[El] esquema neocldsico, en la versién de Arrow-Debreu, no necesita tasas de beneficio
ni de salarios como tales. Determina los ‘precios’ de ‘recursos’ dados y solo ‘precios’.
[...] Con este marco conceptual, el desplazamiento de la teorfa econémica dominante
en la direccién de la versién neocldsica que proviene del esquema de Arrow-Debreu,
précticamente ha supuesto una fuga general del andlisis econémico de la investiga-
cién y explicacién de los problemas de la distribucién del ingreso (y de la riqueza)
(Pasinetti 2000: 43).

A pesar de este sesgo por el equilibrio general intertemporal, los problemas del
crecimiento econémico y del progreso técnico han vuelto a ser objeto de preocu-
pacién tedrica como lo muestra —dice Pasinetti— el renacimiento de la teoria del
crecimiento en la década de 1980 hasta nuestros dias. Del tratamiento exégeno de la
tecnologia se empezd a teorizar sobre su generacién por el propio sistema econémico.
Asi surgieron los modelos de crecimiento enddgeno, aunque, no obstante la contro-
versia de las décadas de 1960 y 1970, fueron formulados en el contexto de la teoria
neocldsica. Por esta razén, y no obstante su extraordinaria sofisticacion «en términos
de instrumentos analiticos», esos modelos adolecen de una «ingenuamente simplista
visién el mundo» (Pasinetti 2000: 45). Esto es asi porque se continta utilizando las
funciones de produccién neocldsicas y sin discusién del problema de la agregacién de
los bienes fisicos de capital heterogéneos. Lo mismo se hace con la cantidad fisica de
capital humano, dice Pasinetti. La consecuencia es que se deja de lado el andlisis de la
distribucién del ingreso. ;Cudles son entonces las rutas de trabajo tedrico alternativas?
«Nosotros podemos listar —afirma Pasinetti— cuatro lineas de investigacién» (véase
Pasinetti 2000: 51-55).
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En primer lugar, desarrollar una teoria alternativa de precios de los factores y, por
lo tanto, de la distribucién del ingreso. Pasinetti menciona la construccién de modelos
de crecimiento endégeno que, con la introduccién del supuesto de imperfecciones en
el mercado de capitales junto con el supuesto de una inicial desigual distribucién de
la riqueza, explican que estos supuestos influyen en la capacidad de los individuos de
acceder a los distintos niveles de educacién.

En segundo lugar, menciona investigaciones como las que incorporan en los
modelos de crecimiento endégeno dos clases de agentes, uno propietario de bienes
de capital y el otro propietario tinicamente de su fuerza de trabajo. En este caso, el
proceso de maximizacién de la misma funcién de utilidad hace que el primer tipo de
agente tenga una propensién a ahorrar positiva y el otro tenga una propension igual a
cero. Esta es la ruta que, segin Harcourt (1976), sugieren economistas marxistas. Se
tratarfa de desarrollar una teorfa del progreso técnico endégeno siguiendo el plantea-
miento de Marx para explicar el origen de los beneficios, de partir «de la esfera de la
produccién como opuesta a la esfera de la circulacién y la distribucién, en particular,
[de] las condiciones mismas de trabajo y produccién y [de] los modos de extraccién
de la plusvalia» (Harcourt 1976: 59).

En tercer lugar, Pasinetti menciona la introduccién del canal de la politica en los
modelos de crecimiento enddgeno. Cita el trabajo de Dennis Mueller como ejemplo de
aquellos modelos que tratan de explicar los efectos de una decisién de eleccién piblica
orientada a redistribuir la riqueza existente, partiendo justamente de una distribucién
desigual de esta riqueza.

Finalmente, sugiere la linea de investigacién que se focaliza en las desigualdades del
ingreso personal y, especialmente, en los diferenciales salariales entre los trabajadores
que operan en diversos niveles de responsabilidad y que corresponden a «diversos
grados de educacién o de antigiiedad, dentro de una industria e incluso dentro de la
misma firma, y también entre las diferentes ramas de la industria. [...] El problema
de los diferenciales de salarios es aun mds complejo. Sorprendentemente se le ha dado
poca atencion en el pasado, a pesar de su innegable relacién con los problemas de em-
pleo, desempleo involuntario y, mds generalmente, con la operacién del ‘mercado de
trabajo’, si es que este término particular puede ser usado en absoluto para el trabajo»
(Pasinetti 2000: 55).

Pasinetti concluye su reflexién sobre las lineas de investigacion, afirmando que
nunca en la historia de la humanidad se ha registrado la aguda desigualdad en la dis-
tribucién del ingreso y de la riqueza como la que ha caracterizado el fin del siglo XX.
Este es el problema que requiere, por lo tanto, mayor atencién en las investigaciones

econémicas. ;Pero cudl es el esquema o enfoque tedrico para este fin?
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¢QUE ES LO QUE ESTA EQUIVOCADO
EN LA TEORIA ECONOMICA NEOCLASICA?

Solow se pregunta y responde:

1. La condicién de ausencia de beneficio puro, simplemente universaliza el supuesto de
competencia perfecta. Serfa mucho mejor tener una teorfa del equilibrio general no
competitivo, y esto es cierto en la teorfa estdtica asi como en la teoria del capital [...].

2. La teorfa depende de rendimientos constantes a escala y no tiene ninguna manera ade-
cuada de tratar con los rendimientos crecientes. Estos estdn, por supuesto, estrechamente
relacionados con el supuesto de competencia.

3. La mayor parte de los resultados alcanzables son acerca de estados de equilibrio y
principalmente sobre estados estacionarios. Esto sin duda tiende a hacer excesivamente
a-histérica y simplista a la economia neocldsica.

4. Importantes factores sociales no son tomados en cuenta, sobre todo en la teorfa de la
distribucién: en particular, conflicto de clases. [...] Si la teorfa econémica neocldsica
fuera [...] una representacién razonablemente vdlida de la determinacién de precios
—incluyendo la distribucién— entonces el conflicto de clase, la militancia del movi-
miento obrero, y otras fuerzas similares no serfan excluidos absolutamente. Estas mismas
fuerzas, salvo en las circunstancias muy extremas, operarfan a través del mecanismo de
la oferta y la demanda y alterarian los resultados. Las personas pueden diferir en cuanto
al peso relativo que debe darse, en un momento determinado, a factores econémicos
relativamente estrechos (como la relativa escasez de los insumos de produccidn), frente
a los factores politicos y sociales. Eso deberia o podria ser una cuestién de evidencia.
Cualesquiera que sean sus origenes histéricos, no veo que la légica del andlisis de la
oferta y la demanda sea necesariamente una apologética capitalista. J.B. Clark pudo
haber pensado que el producto marginal de cualquier cosa era su «justa recompensa».
Pero ninguno de los participantes en este debate, de cualquier lado, tomarfa esa idea en
serio. La literatura sobre el equilibrio general y la economia del bienestar, después de
todo, habfa avanzado en explicar precisamente por qué esa idea no era verdad. Si se diera
el caso de que las relaciones de dominacién y sumisién son los motores principales de
la oferta o la demanda o de ambos, entonces deberia ser posible mostrar su operacién,
incluso econométricamente [...].

Estas son importantes limitaciones y deficiencias del andlisis neocldsico en el campo
general del que estamos hablando. Ofrecen un montén de temas de investigacién. Pero
lo interesante de esta lista de deficiencias es que ninguno de ellos tiene nada que ver
con el reswitching. De hecho, como he senalado, toda la discusién sobre el reswitching
se da dentro del marco de los supuestos neocldsicos. Entonces, ;cudl es su significado?

Bueno...
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5. El fenémeno del reswitching demuestra que la extensién de la teorfa neocldsica hacia
pardbolas ficiles puede ser enganosa. Por ejemplo, ahora estd claro que no hay ninguna
forma general de clasificar los procesos tecnoldgicos, simplemente como mds o menos
trabajo—intensivos, al menos no si uno quiere decir con estas palabras que tecnologias
mds intensivas en cuanto a trabajo de mano de obra siempre corresponden (en un estado
determinado del conocimiento tecnolégico) a un salario real mds bajo y por lo tanto a
una tasa de interés mds alta a lo largo de la frontera de precios de los factores en equilibrio
de estado estacionario. Mds generalmente, y mds importante, no es cierto, incluso con
todos los supuestos estdndar, que los estados estacionarios con tasas de interés mds bajas

tengan mds altos consumos por trabajador (Solow 1975: 50-51).

Puede ser util recordar [...] que toda una corriente alternativa de investigacién —y
precisamente las que provienen de la economia clésica en sus mds modernas versiones,
como las concebidas por Kalecki, Kaldor, Sraffa y muchos otros, quienes surgieron
después y los siguieron— han sido dejados a un lado durante las tltimas décadas. Sin
embargo, la corriente cldsica-keynesiana aparece de lejos como marco de pensamiento
mds favorable que el neocldsico para el desarrollo de investigaciones dentro de toda
la organizacién institucional de los sistemas econémicos, precisamente debido a su
capacidad de absorber los cambios difusos provocados por la dindmica estructural
impuesta por las nuevas tecnologfas» (Pasinetti 2000: 60).

6. REACCIONES A LA CONTROVERSIA:
MODELOS DE CRECIMIENTO CON CAPITAL HETEROGENEO

En esta seccién se presentan los modelos con capital heterogéneo de generaciones de

capital trabajados por Kaldor y Mirtlees (1962) y por Solow (1987).

El modelo de Kaldor y Mirrlees

Desde la segunda mitad de los anos cincuenta, Nicholas Kaldor y James Mirtlees (1962)
desarrollaron un nuevo modelo de crecimiento econémico keynesiano que incorpora
distintas generaciones de capital y presenta al progreso técnico como el principal motor

del crecimiento econémico.

Supuestos del modelo

A diferencia de los modelos anteriores, este modelo presenta algunas caracteristicas
que capturan aspectos de la realidad hasta entonces dejados de lado. En primer lugar,
el modelo reconoce explicitamente que el progreso técnico se manifiesta a través de la
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creacién de nuevo equipo, la cual depende de la inversién. De este modo, la funcién
de progreso técnico exhibe una relacién entre la tasa de inversién bruta por trabajador
y la tasa de crecimiento de la productividad del trabajo ocupado en nuevo equipo.
Segundo, el modelo considera el fenémeno de la obsolescencia causado por la dismi-
nucién progresiva y continua de la rentabilidad del equipo instalado en el pasado, el
cual no puede competir con las generaciones de capital mds modernas. Asimismo, la
duracién de la vida operativa del capital se relaciona con factores econémicos inde-
pendientemente de que exista depreciacién fisica del capital o no.

Tercero, ademds de la obsolescencia, el modelo también asume que existe depre-
ciacién fisica. Los autores la denominan depreciacién fisica «radioactiva» o descompo-
sicién «radioactiva». Este tipo de depreciacién se caracteriza por generar la destruccién
total de una parte del stock de capital, como si ocurriera un incendio o un accidente
en cada periodo que ocasiona la desaparicién de una proporcién del capital existente
de periodo a periodo. Cuarto, debido a las dificultades para medir el stock de capital,
causada por la inclusién de progreso técnico y obsolescencia continuos, el modelo
deja de lado esa variable y su tasa de crecimiento, operando solo con los valores de la
inversion bruta corriente, es decir, inversion bruta fija en capital por unidad de tiempo,
y con los valores de su tasa de crecimiento. Finalmente, en este modelo se presentan
formalmente el comportamiento de los inversionistas y sus decisiones de inversién
bajo incertidumbre, los cuales difieren de los otros modelos.

Por otro lado, este modelo comparte con los modelos keynesianos el supuesto de
que el ahorro es pasivo, mientras que la inversidn estd determinada por las decisiones
de los inversionistas y es independiente de la tasa de ahorro. Se trata de una economia
en la cual el nivel de ingreso y de beneficios generara el ahorro suficiente para satisfacer
los requerimientos de la inversién. Al igual que los modelos convencionales, se trata
de una economia cerrada con progreso técnico exdgeno continuo y una tasa de creci-
miento de la poblacién constante determinada exégenamente. Asimismo, se asume que
la inversién es inducida por el crecimiento de la produccién y que se dan condiciones
en la economia que propician el crecimiento con pleno empleo.

El modelo adopta el supuesto de que los empresarios, con el fin de maximizar sus
beneficios, desean incrementar el tamano de su negocio y para ello prefieren mantener
algin exceso de capacidad que les permita incrementar su participacién en el mercado
o penetrar nuevos mercados. Las decisiones de inversion, en todos los periodos, estin
determinadas por el deseo de los inversionistas de mantener cierto ratio de capacidad

productiva y ventas esperadas.
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CONDICION PARA EL CRECIMIENTO CON PLENO EMPLEO

La tasa de crecimiento efectiva, la cual es determinada enddgenamente por la operacién
conjunta del acelerador y del multiplicador (g), debe ser mayor que la tasa natural de
crecimiento (g,), es decir, la suma de las tasas de crecimiento del trabajo y de su produc-
tividad media (N+ 0 ) en condiciones de oferta ilimitada de mano de obra. Si se cumple
esta condicidn, a partir de una situacién de exceso de oferta en el mercado de trabajo y
desempleo, el crecimiento continuo conducird al pleno empleo tarde o temprano. Una
vez alcanzado el pleno empleo, se logra la igualdad entre la tasa de crecimiento natural, y
la tasa de crecimiento efectiva (Kaldor & Mirrlees 1962: 175).

*Antes del pleno empleo: g >g =n+p con oferta ilimitada de mano de obra.

* En pleno empleo: g=g,=n+p

Eventualmente, la inversion en equipo de tltima generacién superard el nivel de
empleo disponible para trabajar en la nueva planta, por lo que, en algin momento,
la inversidn se verd restringida por la mano de obra disponible para operar el nuevo
equipo. Asi, dado el supuesto de pleno empleo, las decisiones acerca del volumen de
inversién dependerdn del ndmero de trabajadores disponibles en cada periodo y del
monto de inversion por trabajador.

Ademds, se asume que no es posible incrementar la productividad del trabajo
reduciendo el nimero de trabajadores empleados en el equipo existente. Por otro
lado, las mdquinas de cada generacidn presentan eficiencia fisica constante durante su
vida econémica. Es decir, el crecimiento de la productividad de la economia depende

directamente de la inyeccién de nuevo capital al sistema.

El modelo

Denotamos 4, como el nimero de trabajadores disponible para operar nuevo equipo en
el periodo t; y la inversidn bruta en capital fijo, la fuerza laboral y el producto nacional
bruto ent como |, L, y Y,, respectivamente. La inversién por trabajador en capital de
la generacién ty el producto per cdpita se representan como i, y Y,

1
1) i =2
(1) i, )

t

Y
1) y ==L
1) y, 3
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Dado que el crecimiento de la productividad de la economia depende directamente
de la creacién de nuevo equipo, el supuesto bdsico del modelo es la existencia de una
funcién de progreso técnico que establece que la variacién de la productividad por
trabajador en las plantas de tltima generacién, ¢, depende de la tasa de crecimiento

de la inversién per cdpita o por trabajador, de la generacién t:
@ Lk
ét It

Esta funcién de progreso técnico cumple con las siguientes condiciones:

f(0)>0, f'>0, f"<0

En otras palabras, es una funcién creciente en la tasa de crecimiento de la inversién
y cdncava, es decir, ante incrementos continuos de la tasa de crecimiento de la inversién
per cépita, la productividad por trabajador en la nueva maquinaria aumenta pero cada
vez a menor ritmo (véase grafico 3.11).

El producto por trabajador, al igual que la inversién por trabajador, estd medido
en valores monetarios deflactados por un indice de precios de una canasta de bienes
de consumo de los asalariados (canasta de «bienes-salario»). Para simplificar el modelo,
se asume que la tasa de crecimiento del progreso técnico (medida por el crecimiento
de la productividad) es igual en todos los sectores de la economia y por lo tanto, los
precios relativos se mantienen constantes. De este modo, se eliminan las posibles va-
riaciones entre los precios de los bienes-salario y de los bienes que se consumen con

los beneficios, dejando la funcién f (.) inalterada.

Grifico 3.11
Funcién de progreso técnico en la operacidén del capital de tltima generacién
L
l
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El comportamiento de los inversionistas frente a las situaciones de riesgo e incer-
tidumbre puede ser modelado por medio de dos supuestos:

(a) Los inversionistas solo invertirdn en su propia empresa en la medida de que
ello sea consistente con mantener la capacidad de sus activos fijos de generar
ganancias por encima de cierto nivel minimo, que en su opinidn representa la
capacidad de los activos fijos de la economia en general de generar ganancias.

De esta manera, los inversionistas desean mantener su posicién financiera para
no incurrir en riesgos de quiebra, pues, si las ganancias derivadas de la nueva
inversidén en una empresa son bajas en relacién al capital empleado (o si crece
a una menor tasa que la tasa a la que crece el valor contable de los activos
fijos), los activos fijos tendrdn una mayor participacién en los recursos totales
de la firma, incluyendo su capacidad potencial de crédito para una tasa de
crecimiento dada. De este modo, la posicién financiera de la empresa se hard

cada vez mds débil, lo que acentuard los riesgos de quiebra.

Se asume, por lo tanto, que la sumatoria del beneficio esperado por el uso del nuevo

equipo a lo largo de su periodo de funcionamiento previsto, o periodo de vida, T,

generard una tasa de beneficio al menos igual a la tasa de beneficio para las nuevas

inversiones en la economia en conjunto. Esto se representa en la ecuacién (3):
t+T

(3) i, < J'e—(¢+a‘)(r_t) , —Wf)dr
t

Donde 6 es la tasa de depreciacién «radioactiva», ¢ es la tasa general de be-
neficio supuesta por el empresario y W% es la tasa esperada de salario, que es
una funcién creciente del tiempo. La ecuacién (3) establece que la inversién
por trabajador en capital de la generacién t es igual al beneficio generado por
la fébrica que opera con capital de dicha generacién, descontado por la tasa
general de ganancia y la depreciacién durante todo el tiempo de funciona-
miento previsto del capital de la generacién t (es decir, T periodos, pues el szock
de capital es fabricado en el periodo t y tiene una vida util de T periodos).
La variable 7 es la variable de integracion. Integrar la ecuacién (3) en 7 desde
t=thastaz=t + T, implica agregar los beneficios generados en cada periodo
de funcionamiento del capital de la generacién t hasta que se cumplan los T
periodos de funcionamiento del capital (es decir, hasta que se vuelva obsoleto).

La ecuacion (3) postula condiciones bajo las cuales el monto de financiamiento
que puede disponer una firma es considerablemente mayor que su gasto en
capital fijo, de modo que la firma es libre de variar su gasto de inversién total
por unidad de tiempo. Estos supuestos son consistentes con una racionalidad
de la firma que busca maximizar la tasa de beneficio de las acciones de la firma,
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lo cual implica decisiones racionales distintas a la maximizacién de la tasa de
beneficio de la inversién fija.

b) Las expectativas sobre el futuro més distante implican mayor incertidumbre y
estdn asociadas a mayor riesgo en relacién a las menos distantes. Como conse-
cuencia de la incertidumbre generada por la obsolescencia del capital, el costo de
los activos fijos tiene que ser recuperado dentro de un cierto periodo de tiempo,
es decir, que el beneficio bruto que procuren en los primeros h afios de su fun-
cionamiento tiene que ser suficiente para reembolsar el costo de la inversion.

t+h

(4) i, < [(,~wi)dr

El modelo asume ademds que si la ecuacién (4) se cumple, entonces la ecuacién
(3) se cumple. Por lo tanto, se puede reescribir (4) como la igualdad:

t+h

i = [(¢,—w)de
t

La suma no descontada de beneficios a lo largo de h periodos tiene que ser igual
a la inversién por operario en maquinas de la generacién t (i,).

Asimismo, al igual que en los modelos clésicos y keynesianos, el ingreso se divide
en dos categorias: beneficios y salarios. Se asume que el ahorro que financia la inversién
fija es igual a una proporcién constante, S, de los beneficios brutos. La ecuacién (5)

presenta la proporcién que representan los beneficios en el ingreso total, b:

S =1

) — sB, =1, — shyY, =1,

t

(5) b =1L
Y

s T

Utilizando la ecuacién (1) e introduciendo el término z, el cual es igual a4,/ L, donde
L, es la fuerza laboral total en el periodo ty 4, es el niimero de trabajadores disponibles
para operar el nuevo equipo por periodo, podemos expresar la ecuacién (5) como:
_Zh
SV
Se asume ademds que una vez instalado el nuevo equipo, el niimero de trabajadores

b

t

empleados en esa fibrica disminuird conforme transcurra el tiempo debido al desgaste
fisico del capital hasta que este sea desechado por obsoleto. Denominando ¢ a la tasa
de descomposicion «radioactiva» y T (t) a la edad del equipo que se vuelve obsoleto en

el periodo t, se obtiene la siguiente relacién para la distribucién de la fuerza laboral:
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t
©) L = Il Le? P dr
t-T

Donde 4, es el nimero de empleados en la fibrica de la generacién 7. La fuerza
laboral empleada total de la economia en el periodo t es igual a la fuerza laboral ocu-
pada en las fibricas de cada generacidn de capital en funcionamiento descontada por
la depreciacién del stock de capital de cada generacién, pues el niimero de trabajadores
empleados en cada generacién de capital se reduce con la depreciacidn fisica del szock
de capital.

Asimismo, el producto total en el periodo t serd igual al nimero de empleados en
la fabrica de generacién T multiplicado por la productividad por trabajador empleado
en la generacién de capital 7, descontado por la depreciacién del capital (donde 7 va

desde t—T at, es decir, todas las generaciones que se encuentran en funcionamiento):

t
DY, = [t.2,e°de

t-T

La division del producto en salarios y beneficios da lugar a la siguiente ecuacién:
(8) (1 _bt)Yt = Lrwr

Donde W, es la tasa salarial en el periodo t. Por otro lado, dado que el capital de
la generacién mds antigua seguird operando mientras cubra los costos variables, el

beneficio de la fébrica de mayor antigiiedad serd cero. Por lo tanto,
O w, =4+

Es decir, el salario en el periodo t serd igual a la productividad por trabajador
empleado en la fabrica de mayor antigiiedad (¢, ;). Se asume ademds que la poblacién

crece a una tasa constante N, de este modo:
(10) L =nL

Por otro lado, el modelo supone que los empresarios prevén que los salarios en
términos de unidades de producto aumentardn en el futuro previsible a la misma tasa a
la que ha venido elevandose durante los tltimos j periodos. Por lo tanto, la tasa salarial
esperada en el periodo futuro T serd igual a:

T—t

J
(A1) ey

1=

Finalmente, el salario no puede estar por debajo de un nivel de salario minimo

determinado por las necesidades bdsicas de subsistencia convencionalmente aceptadas.
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Por otro lado, la participacién de los beneficios en el ingreso total debe ser superior a

un nivel denominado grado de monopolio o de competencia imperfecta, m'.
w,>wmin, b, >m

A continuacién, presentamos la resolucién del modelo en el estado estacionario. Ade-
mds, se demuestra la existencia de un tnico equilibrio y se halla una solucién numérica
para las variables del modelo asumiendo ciertos valores para los pardmetros. Concluimos

esta seccién con las recomendaciones de politica que se desprenden de este modelo.

El estado estacionario

En este modelo, el equilibrio o golden age, se halla cuando la tasa de crecimiento del
producto per cdpita es igual a la tasa de crecimiento de la productividad del nuevo
equipo y ambas tasas son iguales a la tasa de crecimiento de la inversién fija por tra-
bajador y la tasa de crecimiento de los salarios:

y £ 1 W

y £ i w

En el estado estacionario, el ratio inversidén—producto, | /'Y, la participacién de
los beneficios en el ingreso total, b, y la duracién de la vida econémica del capital, T,
son constantes. El modelo consta de diez ecuaciones, las ecuaciones (1) al (11), que
permiten hallar valores para las variables enddgenas, I, iy, 4, £, W, W &, b, T, y,, L, en
términos de los pardmetros S, h, 6 y N. Pero la ecuacion (3) es solo una condicién limite
(boundary condition).

En la resolucién del modelo, las 10 ecuaciones son trabajadas de modo que se
obtenga un sistema de ecuaciones simultdneas en i /Yy, W /Yy y ¢ /Y, ratios que se
mantienen constantes en el estado estacionario, en términos de los pardmetros y de
las variables endégenas z, T. Nétese que Z es igual a A, / L,. Posteriormente se hallan
dos ecuaciones que determinan los valores de equilibrio de z, T. Una vez halladas estas
soluciones, se encuentran los valores parai/y,w/yy ¢ /Y,y con estos resultados se

hallan todas las variables endégenas.

19 Kaldor (1970) acepta la critica de Nuti (1969) quien sefiala que si se supone competencia imperfecta,
el equipo de una empresa maximizadora de beneficios tipica serd abandonada antes de que las cuasi rentas
de este equipo caiga a cero. Esto significa que la ecuacion (9) deberia tener la forma siguiente:

W,

=1—m

Donde m es el grado de monopolio o minimo beneficio requerido para continuar la operacién de un

=T

equipo de cualquier particular generacién.
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EL MODELO DE KALDOR Y MIRRLEES (1962)

En resumen, el modelo estd compuesto por las siguientes ecuaciones:

(1) HZZ
Y

(r) y,=-—+
L,

0 i
@ =1(3)

t+T
3) i < _"e‘(¢*5)(f‘t’(ft—wf)dr
t

t+h

4 io= [, -w)dr

7
(5) bt:77 5 bt:git

t

t
6 L= [4.e7" e

t-T

t
(7) Y= [£. 4 e

t-T

®) (A-b)Y, =Lw

) WtZEt—T
(10) L =nL,
L-,[
(11) W$=W{ % JJ
W,

Inversién por trabajador en capital de la generacién t

Producto per cépita

Tasa de crecimiento de la productividad por trabaja-
dor en las plantas de generacién t
Beneficio neto esperado por el uso del capital de

generacién t durante su periodo de vida. Esta es una
condicién limite.

Beneficio bruto generado por el uso del capital de
generacién t durante los h primeros afios de funcio-
namiento.

Participacién de los beneficios en el producto (donde

=7 1Ly

Fuerza laboral total empleada en el periodo t

Producto total en el periodo t

Masa salarial
Tasa salarial

Dindmica de la fuerza laboral

Tasa salarial esperada en el periodo futuro T

Las variables endégenas son I, i, 4, £, Wy, WS, b)’t’ T, Yp L. Dados los pardmetros s, h, d y

Ny la forma de la funcién f (.), con las ecuaciones descritas, puede hallarse la solucién para

las 10 variables endégenas.
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La inversién por trabajador
Los supuestos sobre la funcién de progreso técnico implican que existe algin valor
0] ¢ =yen el cual se cumple:

El equilibrio es posible solo cuando esta igualdad se cumple. Integrando la ecuacién
(4) y utilizando el valor de W¥; de la ecuacién (11) se obtiene:

t+h t+h t+h

i= [(r-w)dr= [ fdr- [wede
t t t

ot

t+h j
=1 [T]:Jrh_ _[ Wy W
t

dr

t
We_j

t+h

= f(t+h-t)-w [||
t

-

t-j

De acuerdo con la ecuacién (11), los inversionistas esperan que el salario crezca a
una tasa constante igual a la que ha crecido durante los dltimos j periodos. Si deno-
minamos a esta tasa esperada como V, tenemos:

vi

w, = wye
_ v(t=j)
w,_; =we
Por lo tanto,
vt
Wi _ W€ _ v
v(t=7j)
W, we

Reemplazando este valor en la integral de (4):

t+h T-t

=0 how, [ ()7 dr
t

t+h
i =0 h-w [eVde
t
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ev(‘r—t) t+h

i =0h—w,

Voo

i =/ h _%[ev(Hh—t) _ev(t—t):l
t t v
. W,
i, =0h-——(e"-1)
v
Reordenando, se obtiene la ecuacién (12)

e’ -1
\

(12)i, =ht, —w,

La productividad del capital de la generacién t, /, solo podria crecer mds rdpido
que i en el largo plazo, si W estuviera creciendo mds rdpido que £. Si W crece més rdpido
que /, la vida econémica del capital, T, se reduciria continuamente, lo que llevaria al
desempleo y al estancamiento antes de que T descienda a h, punto en el que la tasa
de beneficio se tornaria negativa. En otras palabras, llegard un momento en el que los
beneficios serdn negativos, pues la duracién del szock de capital serd incluso menor que
el periodo necesario para recuperar el costo incurrido al llevar a cabo la compra de la
maquinaria (T <h). En otras palabras, el szock de capital de las nuevas generaciones se
hace obsoleto cada vez més rdpido, por lo cual la inversién pierde rentabilidad periodo
a periodo. Por otro lado, /, no puede crecer mds lento que i en el largo plazo, pues W
no puede caer por debajo de su nivel minimo de subsistencia. Incluso antes de que se
produzca esa caida, la economia entrarfa en una crisis de inflacién, pues la demanda

aumentarfa con mayor rapidez que la oferta.

Estabilidad del modelo

Por lo general el modelo es estable, sin embargo, la inestabilidad se manifiesta cuando
la tasa de crecimiento del salario (W / w) difiere significativamente de la tasa de creci-
miento de la productividad de la tltima generacién de capital (¢ / £). Por ejemplo, si
se produjera una contraccién en la funcién de progreso técnico, la tasa de crecimiento
de /¢ disminuiria y si se encontrara por debajo de la tasa de crecimiento de W por un
periodo de tiempo considerable, entonces, es probable que se reduzca la inversién y
la economia experimente desempleo y recesion. Segtin los autores, esta podria haber
sido una de las causas del «repentino colapso de la eficiencia marginal del capital» en
la década de 1920 a 1930, la cual se tradujo posteriormente en la Gran Depresién. En

el caso contrario, si se desplazara hacia arriba la funcién de progreso técnico, entonces
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la tasa de crecimiento de ¢ superaria a la tasa de crecimiento de W, desatdndose asf un
proceso inflacionario en la economia.

Si la tasa de crecimiento del salario no diverge considerablemente de la tasa de
crecimiento de la productividad de la Gltima generacién de capital, entonces se asegura
la estabilidad del modelo. De este modo, si la tasa de crecimiento de la inversién por
trabajador (i/ i) es menor que la tasa a la que crece la productividad por trabajador
( ‘ 0), i/iaumentar4. Sii/i fuese menor que /| ¢,ili disminuird.

La variacion en el empleo y el producto

Utilizando las ecuaciones anteriores, es posible hallar una expresién para 4,, la cantidad
de trabajadores disponible para ser empleados en la operacién del capital de generacién t.
Simplificando la ecuacién (6), tenemos:

L = ]./”Lfe"s(””df = ]‘lre"s’e‘s’df

t-T t-T

t
L=e? J-/lre‘”dr
t-T
Para hallar la variacién en la fuerza laboral total, se requiere derivar esta ecuacién con
respecto a1, para ello se utiliza la regla de la cadena y ademds empleamos el «segundo
teorema fundamental del célculo integral» para obtener la derivada de una integral.
De este modo, se obtiene:

5t 5 st st 3T dt—dT
L =(-9)|e J-/le dr [+e [Ae[ j/l” [ - ﬂ

t
L =(-8)e” J./’Lfe&dr +e? [}tte‘s‘—/lt_Te‘s(‘”(l—Z—Iﬂ
t-T

RESOLUCION MATEMATICA: LA REGLA DE LA CADENA

La regla de la cadena es una férmula para derivar una funcién que depende de otra fun-
cién. Segtin esta regla, si definimos la variable y = f (X) y la variable z = g (y), entonces la

derivada de Z con respecto a X serd igual a:

dz _dg(y) _dg(f(x)) _de(y) df(x)
de - dx de df(x) dx
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El primer corchete puede reemplazarse por L,, porque es igual a la ecuacién (6).
Considerando esto y simplificando el segundo corchete, tenemos:

[ =-ob +4, e - S0
Despejando A
(13) 4, =L +6L, +4, (1—%—:%“

Es decir, el ntimero de trabajadores disponibles para ser empleados en la operacién
del capital de ultima generacién (4,) es igual a: '
a) Los nuevos trabajadores que se integran a la creciente fuerza laboral (L,).

b) Los trabajadores que ya no son necesitados en las fibricas de todas las genera-
ciones debido al desgaste fisico del capital (JL,).

c) Los trabajadores despedidos de las fibricas que cierran porque el capital se
vuelve obsoleto ( A,_,(1—dT / df)e™®" ).

Simplificando la ecuacién (7):
t t
Y = [0 27 dr= [, 167 de

t
Y, =e™ Iﬂf A.e%dr

t-T

RESOLUCION MATEMATICA: EL TEOREMA FUNDAMENTAL
DEL CALCULO INTEGRAL

El teorema fundamental del cdlculo integral afirma que la derivacién es la operacién inversa
a la integracién. Es decir, si definimos f (X) como una funcién continua integrable y defi-
nimos F (X) como la integral de f (X) , tenemos que la derivada de F (X) serd igual a f (X).

Fo=[rwd > F@=| [ fer] =1

El segundo teorema fundamental del cdlculo integral especifica que, si T (X) es una funcién contd-
nuaenel intervalo [a, b] yla funcién g(x) esla antiderivada de f(X) paratodox €[a, b], es decir,
g' (x) = f (), entonces se cumple que:

[ /() = g(0) - g(a)

Por lo tanto, podemos utilizar este teorema para obtener la derivada de la integral en el

rango [a, b]:

’

[ 1008x| =g'®)-g@= )~ (@)
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Diferenciando con respecto al tiempo y aplicando nuevamente el segundo teorema

del cdlculo integral, tenemos:

t
Yt N (—5){ed jﬁfﬂfe&7dri|+ea [ﬁt;{tea _Et—T/lt—Teﬁ(tT)(l—(;_-[)}
t-T

De la ecuacién (7) se desprende que el término dentro del primer corchete es igual

a'Y, y simplificando el segundo corchete, se obtiene:

Yt = _éYt + Et ﬂ“t - gth ﬂ'the_bT (1_(31_-[j

Finalmente, reordenando los términos, se tiene:

Y, =l A 0 1A+ [1—‘1—:}” — oY,

Reordenando la ecuacién (13) se obtiene:

dT :
A (1_Eje =2 -L-8L

Reemplazando este valor, y el valor de 7, = W, de la ecuacién (9) en la ecuacién

de Y; que acabamos de obtener de la ecuacién (7), se obtiene:

Yt =l A _Wt(/ll - Lt _él—t)_éYt
Dividiendo ambos lados por Y, = L, y;:

Y_.t: Et /It _Wl(ﬂ‘l _Lt _a-t)_ éYl
Yt Lth Lt Y, Lth

Recordemos que z = 4, / L. Ademds, por la ecuacién (10), L, crece a una tasa

constante N. De este modo, la dltima ecuacién puede reescribirse como:

Yt w(kobodl)
Yoo Yoo W L
AP ‘(z—n-6)-6
Yt yt yt
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Asimismo, dado que la tasa de crecimiento del producto per cdpita puede descom-
ponerse en la tasa de crecimiento del producto total menos la tasa de crecimiento de
la poblacién, entonces Y, /'Y, se expresa de la siguiente forma:

Yo% L %,
Yt yt L[ yt

Incluyendo esta tasa de crecimiento en el lado izquierdo de la ecuacién anterior:

Hin- zﬁ—%(z—n—6)—6
A Yo W

Reordenando los términos se obtiene la ecuacién (14):

(14) L+n+5 = zﬁ—(z—n—S)%
yt yt yt

La tasa de crecimiento del salario y la duracion econdmica del capital

Para que las expectativas de los inversionistas se cumplan, la tasa de crecimiento del
salario debe mantenerse constante a lo largo del tiempo.

(15) % _py

Wi

Donde 1 es una constante.

De este modo, puede demostrarse que si 17 es una constante, entonces T también
serd constante, y esto se producird con una tasa de crecimiento que satisfaga la siguiente
condicién:

N
<——n-06
v

Tomando logaritmos a la ecuacién (9) y derivando con respecto al tiempo se obtiene:

Inl, ;= 1nw,

(16) We :Kt_—T(l_d_Tj
W, Ll dt

Dado que 7 es la tasa de crecimiento del salario, y es constante, y y es la tasa de
crecimiento del progreso técnico en capital de la nueva generacién que iguala la tasa

de crecimiento de la inversién por trabajador del capital de generacién t, por lo tanto:

dr
= 1——
n 7[ dtj
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Puesto que el ratio 17/y es constante, tenemos:

n_, dar
Y dt
au _, . n
dt Y

Integrando con respecto al tiempo, se obtiene:
jd—Tdt = I[l—ﬂjdt
dt Y

(17) T:To+(l—ﬂ}
¥

Donde T es la duracién de la vida econémica del capital de la generacién inicial,
t = 0. Dividiendo (13) entre L,, tenemos:

A =£+5 EJr)“‘—T(l—d—T]e‘?T
L L L L dt

Recordando la definicién de z, n y dT / dt de las ecuaciones (10) y (16), se tiene:

z, =n+0 +)ﬂ{1_(1_ﬂﬂeﬁ
L y

Multiplicando y dividiendo el segundo término del lado derecho por L, +, tenemos:

z,=n+0 +;L’—‘T£(Qje_”
t-T Lt y

z,=n+0 +z, %[QJ e
Y

t
De la ecuacién (10), sabemos que:
L[ =n SN _ nt _ n(t-T)
L L=Le" - L -Le

L,

Reemplazando estos valores en la ecuacién anterior, finalmente se obtiene:

z,=n+6+z, , (ﬂj e e
Y
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o7 n

4

Casos en los que la tasa de crecimiento del salario difiere de la tasa de crecimiento del
progreso técnico en capital de la nueva generacion

En el estado estacionario, se cumple que T = T, y 17 = y. Para mostrarlo, tenemos

primero que considerar qué sucede en los casos en los que 1 # 7.

(i)

(i)

Si y < n, los beneficios de los inversionistas tarde o temprano se volverdn
negativos, pues la productividad del capital de la dltima generacién crece a
menor tasa que los salarios. Es asi que, segtin la ecuacién (16), que es igual
a la ecuacién (9) reorganizada, la duracién de la vida econémica del capital
disminuird en el tiempo (dT / dt < 0). Por lo tanto, llegard un momento en el
que la vida econémica del capital (T) serd menor que el tiempo que le tomaala
firma recuperar la inversién (h). De este modo, dado que T < h, los beneficios

eventualmente serdn negativos y no habr crecimiento.

Siy>n, de acuerdo con la ecuacién (17), T se vuelve indefinidamente grande
en el tiempo. Esta proposicién no es consistente con la realidad, pues, aun
dejando de lado la obsolescencia, la mayoria de bienes de capital presentan un
periodo de vida fisico limitado. Si T tiende a infinito, entonces, de la ecuacién
(18) se desprende que z tiende a n + J. Dado que la productividad del equipo
de la dltima generacién crece més rdpido que los salarios, la participacién de
los salarios en el producto serd cada vez menor en relacién a la creciente par-
ticipacién de los beneficios. Es decir, el ratio W/ Yy se acercard a cero, mientras
que la participacion de los beneficios, b, tenderd a la unidad.

Por lo tanto, dividiendo las ecuaciones (1) y (1°), tenemos:

f, ¥y
T
t t
i 113, LI,
yo YLIL AY,
Recordando la definicién de z, = 4,/ L,, tenemos:
A_11
o ozl
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Ademis, dado que b tiende a la unidad, I,=SY,. Entonces, siy > 1, y T tiende
a infinito, I,/ Y, =Sy, /Y, tiende a:

Asimismo, como acabamos de mencionar, Z tiende a n +0 cuando T tiende a
infinito, tenemos:

19) L, 8
()y n+o

De la ecuacién (12), si W tiende a cero se desprende que i / £ tiende a h.

Dividiendo la ecuacién (12) entre Y,:

bl wet-l
Yi Yo Yo oV
Por lo tanto, dado que W/ y tiende a cero, entonces:
[
i,
/

Ademds, reemplazando z por n + 6 en la ecuacién (14), tenemos:

Yiinss :zﬁ
Yi Yi

i . s
Sabemos que /, zﬁt y I, =—Y,, entonces:
Z

S
yt z ;yt ZSYy, S

=L+n+6 = = ==
Y Yo hyozh b
Por lo tanto, la tasa de crecimiento del producto tiende a:
RIS
Yo h
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Segin la ecuacién (19), el ratio i / Y permanece constante, por lo tanto, la
inversion por trabajador en nuevo equipo debe crecer a la misma tasa a la que
crece el producto per cdpita, que es igual a y. Es decir,
i v,
L Y
s
(20) y = P -8

Esta ecuacién implica que la «tasa natural» (que aqui es igual ay +n + 6), en
términos de Harrod, debe igualar a la «tasa garantizada» cuando el salario es
cero y los beneficios representan la totalidad del producto (s / h), donde h es
igualai/ /.

Siguiendo este andlisis, es sencillo demostrar que, en el largo plazo, el producto
per cdpita no puede crecer a una tasa mayor a (S/h) —n—9.

De la ecuacién (5), tenemos:

1
—L =sb,
Y,
Dividiendo ambos lados entre z:
1 L
oty
YA =z
L3y
Yz

Dado que by, es la proporcién que representan los beneficios en el ingreso total,
solo adopta valores entre cero y uno. De este modo, en el caso extremo, b, serd
igual a uno, por lo tanto, es claro que i /'y no puede exceder el ratio S/ z.

Asimismo, en la ecuacién (12), considerando que la participacién de los salarios
en el producto es cero, tenemos:

Ltk _1s

y, hy, hz

Reemplazando este resultado en la ecuacién (14), tenemos:
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Por lo tanto, no puede haber equilibrio con crecimiento estable a menos que:
s
y<——-n-0
h

Por lo general, esta desigualdad serd cumplida, pues el ratio S / h serd lo sufi-
cientemente elevado, especialmente porque h serd pequefia cuando la tasa de
crecimiento es alta. Cuando la tasa de crecimiento es alta, el periodo necesario
para que los inversionistas recuperen su inversién serd muy corto. Si no se
cumpliera esta desigualdad, los salarios disminuirfan hasta su nivel minimo y
los planes de inversién de los empresarios estarian por debajo de la inversién
que las perspectivas justificarfan (Kaldor & Mirrlees 1962: 183).

Planteamiento del sistema de ecuacioneseni|y, Wy y(]y

Por todo lo visto, es claro que el crecimiento en el estado estacionario implica 7 =y,

y por tanto, T es constante en el tiempo. Entonces, la ecuacién (18) se convierte en:

_ —(n+6)T
z,=n+0+z, ;e

En el estado estacionario, Z tiende a su valor de equilibrio: Z; = Z_1 = Z.

z=n+6 +ze "7

Por lo tanto, el nivel de Z de equilibrio serd igual a:

n+oé

@D z=1——or

Recordemos que el producto de la economia se divide en salarios y beneficios. De

acuerdo con la ecuacién (5), tenemos:
L=BAW, > Y=byew, o y-ily.w
En términos per cdpita, se obtiene:

z
y,=b,y,+w, - W=E——ytw

z,
V=w =
S

Dado que Z estd constante y que Y, crece a la tasa constante y, dividiendo esta

ecuacion entre Y, y reordenando los términos tenemos:

22) 2L %o
sy y
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En equilibrio, las expectativas de los inversionistas son satisfechas, de modo que
W', = W,. Dado que w, = we™ = we”, la integral en la ecuacién (4) y por ende la
ecuacién (12) se expresa como:
e’ -1

Al dividir esta expresién entre h'y, se obtiene:

. yh_
(23) 1l+e 1ﬂ_£:0
hy vyh y vy

La ecuacién (14) ahora puede presentarse como:

y+n+5=z£—(z—n—6)ﬂ
y y

24) (2-n-8)Y - 2L = _(y +n+8)
y Ty

Las ecuaciones (22), (23) y (24) conforman un sistema de ecuaciones simultdneas
eni/y,w/yy/lly,valores constantes en el estado estacionario.

Resolucion del sistema

(22) 2L Y4
sy y

@p il e'-1w [,
hy ryh y vy

4 z-n-8)Y_2L -y +n+5)
y |y
De (22) tenemos:
e2) L=2a-Y)
y z y
De (24) se obtiene:
(24’)ﬁzl[(z—n—é)ﬂ+(y+n+6)}
y z y

Reemplazando en (23) los valores de i/yy ¢ /'y recién hallados, se obtiene:

vh _
li(l_zﬁ_e 1w 1

———{(z—n—5)2+(}/+n+5)}=0
hz y  vh y z y
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Sacamos denominador comun: 4 z y

ys(1—2]+z(e7h—l)ﬁ—h y[(z—n—é)v—v+(y+n+5)}=0
y y y

2oy s+z(e" ~1)~hy (z=n-8) =~y s+hy (y +n+5)
y
Asi obtenemos el valor de W/, en funcién de los pardmetros s, A, J, y:

W —ys+hy(y+n+9)

y B —ys+z(e" —1)—hy(z—n—-96)

Se obtienen los valores para i/yy (/y:

L Yy s+hy(y +n+6)
y_z —~ys+z(e" -1)-hy(z—n-95)

i_s —ys+z(@"=1)—hy (z—n-8)+ys—hy(y +n+5)
y_z ~ys+z("-1)~hy (z—n-5)

1_5{ 2" =)= hy (z+7) }

y z|—ys+z(e" -1)-hy(z—n-95)
f_:l{(z—l—S) sty y +4+0) +(y+2,+5)}
y z —ys+z(e" -1)—hy(z-1-9)

La duracién econdmica del capital de equilibrio

Recordando que el progreso técnico crece a una tasa constante e igual a , se tiene que:
— rt — 7(t=T)
=148 y Al =108
Por lo tanto:
— et T
. =1l.,e"e
- wd
b . =1e
Reemplazando esta expresién en la ecuacién (9), tenemos:
W, = gte_yT

= e}/T

4
W,
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De este modo, se halla una ecuacién para T:

(25) eyT :ézw
wo w/y

Se reemplazardn los valores de £/ y y W/ y hallados anteriormente en esta tltima
ecuacién. Para ello, dividimos la ecuacién (24’) entre W/ y :

M:E{(z—n—6)m+(y+n+6)i}
wly z w/y wly

1y _(@=n=8) (y+n+d)(w B

wiy oz z y

w 71:—’}/s+z(e7h—1)—hf}/(z—n—5)

y —ys+hy(y +n+0)
f/y_(z—n—6)+(y+n+5) —ys+z(e’" -1 —hy (z-n-6)
wly 2 z —ys+hy(y +n+6)

ot L1y :(z—n—6)+(y+n+6) —ys+z(e"-1)-hy(z-n-§)
w/y z z —ys+hy(y +n+9d)

Dividiendo el numerador y el denominador del término entre paréntesis entre
h y, tenemos:

B Gl VP
e Gmn8) aned)| h o)

z z

—%+(y +n+9d)

Asimismo, multiplicando el numerador y el denominador del término entre

paréntesis por — h / S, tenemos:

z("=1) h
+= +—(z-n-9
eﬂz(z—n—6)+(}/+n+5) sy s( )
z z l—ﬁ(’}/+n+5)
s

h
1+ (" =)+ (z—n-6
eyTz(Z—n—5)+(}/+n+5) +sy(e )+S(Z n=0)

z z 1—ﬁ(}/+n+5)
S
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(Z—n—5)(1—h(j/+n+5)j+(]/+n+5)(l+Z(e"h—l)+h(z—n—5)j
e}'T:l S sy Ky
z

1—ﬁ(y+n+6)
s

z+y—§(e7h —1)(y +n+8)

1

T

e}’ = —
z

l—ﬁ(y +n+0)
N

Dividiendo el numerador y el denominador por z, tenemos:

1+ L iy +n+d)

yr __ Z SY

l—ﬁ(y+n+5)
s

e

Multiplicamos y dividimos el tercer término del numerador por hy, reordenando
los términos, obtenemos:

Yh _
1_h(y+n+5) (e 1)+Z

26) 7T — s yh z
(26) e _h+n+d)

N

v .
Dado que €7 se puede expresar como o7 — [e*("HW] né , la ecuacién (20) se

reordena de la siguiente forma:

e n+0 T _ n+o
- 1 —(n+86)T -
—-e z
o7 _ _ n+6
z

v _r

|:ef(n+§)7' :I*m _ |:1 _n +5} (n+8)
z

Y

27) g7 _ |:1_ n+o :|n+5

z

Las ecuaciones (26) y (27) permiten determinar los valores de T y Z simultdnea-
mente. Si bien las expresiones algebraicas de las ecuaciones son complejas, una vez

que se conocen los valores de los pardmetros n, J, h, Sy 7, los valores de equilibrio
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se hallan sin mayor dificultad. La tasa de crecimiento estable y es determinada por la
funcién de progreso técnico. La existencia de un tnico equilibrio puede demostrarse
siguiendo el apéndice del articulo de Kaldor y Mirrlees (1962: 190-192). Luego de
calcular los valores de T y z, la solucién de las ecuaciones (24) y (25) permite hallar
valores paraW /Yy £ /'y . Luego, de la ecuacién (23), se hallai/y.

UN CASO ESPECIAL

La ecuacién (21) no es vilida cuando n + ¢ = 0. En este caso, si # + 6 = 0, debemos
volver a la ecuacién (6). De la ecuacién (10) sabemos que la fuerza laboral crece a la tasa

n, por lo tanto, asumimos que el grupo 4, también crece a la misma tasa, asi obtenemos:

t t
L = J'ﬂre""("’)dr - L= J'ﬂoe“’e""‘ed’dr

t-T t-T

t
Lt :loe—st J'e(nﬂ)‘)rdz_

t-T

Dado que n + d =0, tenemos:
t
L = Ae " [dr

t-T
Integrando:

L, = e [T]:([—T =287 (t-1+T)

L =2,eT
Ademés, dado que 4, = A€, reemplazamos:
L =4T

Recordamos la definicién de z:

1:iT =1zT

t

(28)zT =1

Esta expresién reemplaza a la ecuacién (27) en el caso en que n + J = 0. Utilizando la
ecuacién (26) y la ecuacidn (28) se hallan los valores para T y z. Una vez hallados estos
valores, la solucién de la ecuacién (24) y (25) permite hallar los valores de equilibrio de

w/yy ¢/y. Utlizando estos resultados y la ecuacién (23), se hallai/y.
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Consideraciones sobre el stock de capital agregado

Si el stock de capital agregado pudiera ser valuado al costo histérico, sin permitir dis-

minuciones en el valor debido a la obsolescencia, tendriamos que:
t
— |i -o(t-1)
K, = I i4.e dr
7
Y por lo tanto, el producto seria:

t
29) Y, = ¢4 de

t-T

Sabemos que la inversién per cdpita en capital de la Gltima generacidn, i, al igual
que la productividad por trabajador empleado en el capital de tltima generacién, /,,
crecen a la tasa y. Ademds asumimos que la poblacién empleada en la operacién del
capital de dltima generacién crece a la misma tasa a la que crece el conjunto de la

fuerza laboral, n. Por lo tanto, tenemos:
i, =i,e”" 0, =1.e" A = A,e™
1 —1 ¥t _ V&3 _ nr
i =ie 0 =l A, =€

Reemplazando estos valores en la ecuacién del stock de capital y del producto,

tenemaos:
t t
K, = jioe”/loe”fe“”e&dr Y, = J‘Koe”ﬂoe”fe"”e&dr
t-T t-T
t t
K, = io/loe-a‘t je(y+n+5)rdr Y, = go;toe-st J.e(}/+n+§)‘rdz_
t-T t-T

Formamos el ratio capital-producto:

t
io/loe_dt J'e(y+n+§)rdz_

Ke_ T
Y, - <
t foﬂ*oe_bt J‘e(y+n+é)rdr
t-T
K i et i

- t
= o=
t Eo e’ ft
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De esta forma, el ratio capital-producto agregado serfa constante e igual a:

K i

Y /¢
Sin embargo, cuando se prevé la obsolescencia, el conocimiento de la participacién
de los beneficios b y de los costos histéricos del capital invertido (ecuacién 29) no nos
permiten calcular ni los beneficios netos, ni la tasa de beneficio del capital. El valor
del capital en cualquier momento del tiempo serd inferior a K; debido a la provisién
acumulada de obsolescencia y la provisién de obsolescencia adecuada no puede ser
calculada sin conocer el capital sobre el que se obtiene el beneficio, que a su vez no

puede ser conocido sin conocer antes la tasa de beneficio.

Determinacion de la tasa general de ganancia o de beneficios

de los activos fijos de la economia

En el equilibrio de golden age, se cumple que las expectativas son satisfechas, por lo
que el beneficio esperado de la inversion en nuevo equipo es igual al beneficio efecti-
vamente percibido. Se cumple ademds que la tasa de beneficio de la inversion en todas
las generaciones de capital es la misma. Por lo tanto, la ecuacién (3) se reemplaza por
la igualdad y es una ecuacién adicional que sirve para la determinacién de ¢, la tasa
general de ganancia o beneficio, tomando en cuenta que iy, £, W,y T estdn determinados
por las otras ecuaciones del sistema.

(3) i, = [ e (¢, ~w,,)dz

Dado que ¢ es constante, tenemos:
B0)y+n=0¢w

Donde w es la proporcién de beneficios netos ahorrada. De este modo, el va-
lor del capital en términos de producto crece a la tasa de crecimiento de equilibrio
y+N.Y @, seglin la ecuacién (3’), es el ratio de beneficios netos sobre el szock de capital.
En general, @ depende de ¢ y se calcula mejor a partir de la ecuacién (30). Pero en
el caso particular en el que S = 1, es decir cuando todos los beneficios se invierten, @
también deberd ser igual a 1, y asi la tasa de ganancia serd igual a la tasa de crecimiento
del producto: ¢ =y + n.

Asimismo, puede demostrarse que ese valor de @ =y + n satisface la ecuacién (30).

Para ello, partimos de la ecuacién que presenta el producto total como:

t T
Y = [£.2,e°¢7d > Y=t A, e
t-T 0
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Recordemos que el progreso técnico crece a una tasa constante e igual ay, por su

parte, la poblacién crece a una tasa constante e igual a n. Por lo tanto tenemos:

o=t A =A™
_ ) 7D _ 7 en(t=0)
Et—r - KOe ’ ﬂ’t—‘r - ﬂ’Oe i
0., =0e"e" A =AM
b, =t A, =Ae

RESOLUCION MATEMATICA: CAMBIO DE VARIABLE

Realizamos un cambio de variable:

X=t—-7 - T=1-X
Nueva variable:
dz =—dx
Nuevo limite inferior: r=t-T - x=T
Nuevo limite superior: =t - x=0

Yt = J.f t—xﬂ’ tfxeiax(_dx)

T

a b
Por teorfa de cdlculo integral, sabemos que: I f(x)dx =— I f(x)dx
b a

T

Por lo tanto, tenemos: Y, = J.E A8 Mdx
0

T
Reemplazando X por 7, finalmente obtenemos: Y, = ‘[ 0 A
0

e"dr

t-7

Reemplazando estos valores en la ecuacidn del producto se obtiene:

.
Y, = J'ft e’ A e et dr
0

;
Y =t [e o de
0
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Dividiendo esta ecuacién entre L:

Y T
oLy fetmorde
Lo

.
Y, = étzje’(7+”*5’fdr
0

T
L _ gt J'e—(y+n+5)rd,[
z 0

Al incluir ¢ =y + n en el lado derecho de la ecuacién (3’) tenemos:

T
. —(y+n+d)t
L = Ioe (zt _\NHT)dT

Reemplazamos W, = Woe“/(’ 1) en esta ecuacion:

T
J.O e—(y+n+6)7 (ft _ Woey(t+‘c))dT

it _ J:f te—(y+n+5)rdr _ Ewoey(t+r)e—(y+n+6)rdT

Sabemos que W, = W€, por lo tanto,

- T — T —
i :gt jo e (y+n+8)rdT_\Nt J; e (n+§)rdT

Combinando esta tltima ecuacién con la ecuacién del producto:

;
Y=t [e v rde
0

Tenemos:
.Y T (b
i = e w, L e dr

1

Multiplicando el numerador y el denominador del primer término del lado de-
recho, se obtiene:

Y L T
i =—t—Lt-w, L e O gr
AL

t t

T
i = Y w, L e " e
Zt
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RESOLUCION MATEMATICA: LA INTEGRAL DE UNA FUNCION EXPONENCIAL

;
—(n+8)T
Integramos _[0 € dr

ax

Por teorfa de cilculo, tenemos: I e“dx = e +c
a
. _n+6) |7 —(n+8)T

Por lo tanto: ¢ "9 | _ 1 [ v ]: l—e ™

~(n+8)|, —(n+8) n+6

e . —(n+8)T .,
La dltima integral, es igual a I-e . Por la ecuacién (21), sabemos que esta
n+o

expresion es igual a la inversa de z.
Por lo tanto, como sefala la ecuacién (22), cuando S = 1 la tasa de beneficio (¢)

es igual a la tasa de crecimiento del producto (y + n), i, es igual a:

Sis #1, entonces @ # y + n, por lo que debemos calcular ¢ de la ecuacién (3’).
Integrando, dado que / y W estdn creciendo de manera exponencial, se obtiene la

siguiente relacién:
T _0+5) / d
€ ( t Wt+7:) T

;T T
- —@+8)r -(9+8)t
=0, L e dr - .[0 W, e dr

Realizando un procedimiento similar al desarrollado cuando s =1, tenemos:

W,

t+r

— Woe—;/(tJrr) — Wt e—;/r

. T _(pes T _(pro-
i, =€t.[e @ dr —w, je Wonegr
0 0

) oo a-@onr
R I e —
—-(¢+9) ], -(p+5-7)],
¢, [e’(‘”*‘m N 1] LW [e—(w—y)T _ 1]

=) p+o-y

i, = gbité‘[l_ p (@) ]_w";_y[l_ g o]
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Dividiendo entre el producto, se obtiene:

(31) I_t _ 1-— e—(¢+5)T (_{_ 1— e—(¢+5—7)T ﬂ
yt ¢ +0 yt ¢ +0 - V4 yt

Fuera del golden age, no existe una tasa de beneficio, salvo en el sentido de una tasa
supuesta de beneficio basada en una mezcla de convencién y creencia, que permite a los

empresarios decidir si un determinado proyecto pasa la prueba de rentabilidad adecuada.

Demostracién de la existencia de un tnico equilibrio

Para demostrar la existencia de un tnico equilibrio, los autores utilizan el andlisis
gréfico. Las ecuaciones (26) y (27) pueden representarse en un diagrama en el plano
(1/r,e7). La ecuacién (26) es una ecuacién lineal de €T en funcién de 1/ r. Simpli-

ficando los términos en la ecuacién (26) se obtiene:

e7T=1_AB+ y 1 Recta AA'
1-4 1-4:z
vh _
DondeA:h(y+n+5)yB=(e 1)y,ademais,0<A<1yB>O.

s Y h

Esta ecuacién es representada en el plano (1 /1, €) como una recta cuyo inter-
cepto es igual a (1 —AB)/(1 —A) y con pendiente positiva igual a y / (1 — A). Esta recta
recibe el nombre de AA' (véase grafico 3.12).

Simplificando los términos de la ecuacién (27), se obtiene:

_r
eyT:|:1_C1j| c Curva BB

z

Donde C =n + 6 > 0. La ecuacién (27) es una curva de pendiente positiva re-
presentada por la curva BB'.
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Grafico 3.12

Demostracidn de la existencia de un tinico equilibrio

e7T BB'
S AN
1
1
|
L A s 1 R e T
o |
1
| | |
e/l , L i
1 ! ! 1
: b |
: L 1
1 Xy 1 r
r IT

N

Fuente: Kaldor & Mirrlees (1962: 191).

En la curva BB', cuando 1/ r es cero, €7 es igual a 1.

Y
C:l

¢ =[1-C(0)]

Por lo tanto, el intercepto de la curva BB' es mayor que el intercepto de la recta
AA'. Los autores demuestran en el apéndice de su articulo que la curva BB' corta a
la recta AA" en dos puntos. Estos puntos estdn representados en el gréfico 3.12 por
(@ /r,, &)y (L /r,, e72). Para demostrarlo, se debe probar que existen puntos en
los cuales la curva BB' estd por encima de la recta AA' como también puntos en los
que la curva se halla por debajo de la recta.

Sea X el valor de 1/t del punto que corresponde a T = h en la recta AA":

(i) or <1748, ¥

-4 1-4"
Seay el valor de 1/ r del punto que corresponde a T = h en la recta BB":

(i) & =[1-Cy] ¢

En la ecuacién (i), se tiene:
(1-A)e’" =1- AB+7 x
y x=@1-A)e" -1+ AB
y x=e""—-Ae’" -1+ AB
y x=e""-1-A(e’" -B)
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(" -1

Reemplazando B por su valor: B = T se obtiene:
Y
yx=e"—1-4|e" —w
Yh

0 A g h
yx=e"-1- y—h[e" (y h)— (e’ —1)]

h A h
yx=e'—1- y—h[ey (y h=1)+1]

RESOLUCION MATEMATICA: SERIES DE TAYLOR

2 3 ooxn

. x* x
=l x+—t .= Y — x| < o0
20 3! = n!

Utilizando la serie de Taylor para e’ se obtiene:

_ o, ), A wh? )
yx—(1+yh+ Y +j 1 yh[(lﬂ/m— Y +...J(yh 1)+1}

Y x (yh+(y2h') J yihﬂylw(7/2—h')2+...](yh—1)+yh—1+1}

h hy’ hy’
yx—(7h+(y2!) +...]—yih{yh(yh+%+..}—[}/h+%+...)+yh}

213

A4 INCAONNA0N _ ym  @h’
7/h{[(yh)+ TRRRET +] (yh+ TRREY +...J+yh}
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_ oh' @h | 4 2 ) @t ) (@ G
yx—(yh+ TRRAREY +] th(yh)+ TRRMET +J [ TRRARET +ﬂ

= M+M _AN L S 1.1 s (L 1 44
yx—(yh+ 5 3 +j hKl 2!](}//7) (2! 3!](}/}1) +(3! 4!j(yh) }
x—( g 2! 3! ] thZ!j( h) (3!)( %) (4!j( %) }

2 3 4
yx=yh+ AN [, ANGA A\
yh) 2! yh) 3! yh) 4!

Los términos entre paréntesis son negativos pues, y +n + 0 >y s, porque s < 1,
n>0yd>0:
_hyxn+d) A4 (+n+d)

s Yh Ys

A

Por lo tanto, 4 /y h > 1:
A _ (y+n+é) o1

Yh Ys
Por lo tanto,
2
Y x<yh+ 1—i vals
yh) 2!
2
j/x<yh_(i_ljw
Yh 2
Reemplazando A por su valor, 4= hy+n+d) , se obtiene:
s
h(y +n+06)
}/x<]/h— S -1 (yh)2
Y h 2
yx<yh- y+n+d (y h)’
Ys 2
yx<yh- y+n+6-ys\(yh)
Ys 2
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(i) 7 x<yh_(n+6+(1—s)yjy(h)2

s 2
Si se cumple la desigualdad (iii), entonces también debe cumplirse que:

y(h)’

yx<yh—(n+6)T

n+6+(-s)y

N

Pues, sn+d-yaques<lyy>0.

n+o+Q-9)y>sh+9)

Reemplazando C = n + 6 en la ecuacién (ii)
e = [1—(n+5)y]_$
Despejando (n + J) Y, se obtiene:

n+é

(eyh)_% =1-(n+d)y

"
(n+d)y=1-e 4
(n+8)y=1-¢""®

1 —h(n+

Multiplicando ambos lados por y:

_ }/ L n+é
Vy—(n+5)[1 e ]

Utilizando la serie de Taylor para e " *9);

Yy Y {1—[1+[—h(n+5)]+ [-h(n+0)F + [h(n +8)F +ﬂ

T (n+6) 21 3!

yyzL{h(nnLS)—

[h(n+8)F  [hn+F
s

2! 3!
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Dado que la serie de Taylor presenta términos positivos y negativos, se puede

concluir que:

[h(n+6)]
Y

yy> Y [h(n+6) :yh—(n+6)@

(n+6)

2
Recordando que y x <y h—(n +5)& , esto implica que:
2

2
yy>}/h—(n+5)%>yx

Por lo tanto, y y > y x, es decir, y > X. Puesto que el intercepto de la recta AA" estd
por debajo de la curva BB', pero cuando T = h, la recta AA" estd por encima de la curva
BB' (pues Yy > X), entonces la recta AA" debe haber cortado la curva en algin punto
T <h (representado en el gréfico 3.12 por el punto T, <h). Sin embargo, eventualmente
la curva BB' volverd a cortar la recta AA" en un punto T > h (representado en el grafico
3.12 por el punto T, > h). Como se vio en el desarrollo del modelo, la vida util del
stock de capital (T) no puede ser menor que h, el tiempo que le toma a los empresarios
recuperar su inversién, pues de lo contrario, los empresarios incurrirfan en pérdidas.
Por lo tanto, el tnico valor de equilibrio posible para T es T, > h. De este modo, los
autores demuestran que existe una unica solucion posible para las ecuaciones (26) y

(27) en el estado estacionario.

Solucién numérica del modelo de Kaldor y Mirrlees

Como se menciond, las ecuaciones (26) y (27) presentan formas algebraicas com-
plejas; sin embargo, la resolucién numérica de los modelos no presenta mayor com-
plicacién. Para hallar los valores de z y T en las ecuaciones (26) y (27) asumimos
determinados valores para los pardmetros y, n + 0, h y s (Kaldor & Mirrlees 1962:
186). Suponemos entonces que la tasa de crecimiento de la poblacién mis la tasa de
depreciacién es de 2% (es decir, n + 6 = 0.02); el producto per cdpita, la inversién
por trabajador, la productividad y el salario en el estado estacionario crecen a una tasa
de 2% (y = 0.02); ademis a los inversionistas les toma 3 afios recuperar su inversién
(h =3); y la tasa de ahorro es igual 2 0.66 (S = 0.66). Estos valores serdn reemplazados
en las ecuaciones (26) y (27), formando un sistema para hallar los valores de z y T.

Valores de los pardmetros:

n+0=0.02 ; y=0.02 ; h=3 ; s =0.66
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Reemplazando estos valores en la ecuacién (26), se obtiene:

0.06
130004 (" ~1)_ 0.02

0027 0.66 0.06 z
- 3(0.04)
0.66
" =0.993198 + w (26"
z

Reemplazando los valores numéricos de los pardmetros en la ecuacién (27) se

obtiene:
0.02

Q0027 _ {1_ o.oz}o.oz

z

1
Q0027 :|:1_ 0.02} 27)

z

Las ecuaciones (26") y (27") forman un sistema que determina conjuntamente los

valores de Z y T. Igualando ambas expresiones, se obtiene:

-1
0.993198 + 0.024444 _ [1_ 0.02}
z YA
1 002
0.993198 + 024444 z
z

1= {1 —w}{0.993198 +%}
z z

Realizando un cambio de variable, x ==, la tltima expresion tiene la forma de

.y o] z
una ecuacion cuadratlca:

1=0.993198-0.019864 x +0.024444 x —0.000489 X
0.000489 x> —0.00458 x +0.006802 = 0

La resolucién de esta ecuacién de segundo grado proporciona dos raices positivas:

x, =1.850939 ; Xx,=7.515113
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. . . . 1
Volviendo a las variables originales, se tiene que x = =, por lo tanto:
z

z,=0.540278 ; z,=0.133065

Tomando los valores encontrados y reemplazando en (277), se halla el valor de T:
Paraz;:

-1
"l = [1 —%} =1.038441

Tomando logaritmos a ambos lados de la ecuacién:
Ine®®" =1n1.038441
0.02T =0.037721
T, =1.886028

Para z,:

-
Q0027 _ [1 _%} =1.176889

Tomando logaritmos a ambos lados de la ecuacién:
Ine®®" =In1.176889
0.02T =0.162875
T, =8.14373

De este modo, se obtienen dos soluciones para el sistema de ecuaciones para los
valores de los parimetros definidos:

Solucién 1: z, = 0.540278 y T, =1.886028
Solucién 2: z,=10.133065 y T,=8.14373

Sin embargo, en el modelo, el tiempo que les toma a los inversionistas recuperar
su inversién (h = 3), no puede ser mayor que la duracién econémica del stock de
capital (T), pues de ser asi, los beneficios serfan negativos. Dado que supusimos que
h =3, descartamos la primera solucién (z;, T,), pues en ella no se cumple la condicién
T > h. La solucién (z,, T,) es la correcta, pues con ella se cumple que T > h. Por lo
tanto, para un conjunto de pardmetros (n + 0 = 0.02; y = 0.02; h = 3; s = 0.66 ),

la duracién del stock de capital en el estado estacionario es de 8.14 anos y el ratio de
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trabajadores empleados en la fibrica de la Gltima generacién sobre la fuerza laboral
total empleada es igual a 0.13.

(i) z=0.133065
(i) T =8.14373

A partir de la solucién de Z y T es posible encontrar valores paraw /'y, £ /[y yily.
De las ecuaciones (22), (23) y (24), se obtiene el valordew/y,i/y y ¢ /y en funcién
de los pardmetros s, A, J, y.

W —ys+hy(y+n+0)

y B —ys+z(e" -1)—hy(z—n-3)
1:5[ 2" =)= hy (z+7) }

y z|—ys+z(e" -1)—hy(z—n-96)

5:%[(2—/1—6) sty (y +2+9) +(y+l+5)}

—ys+z(e" -1)—hy (z-1-6)
Tomando los valores propuestos para hallar z y T, se obtiene:

(i) X'~ 0.9187
y

(iv) L =0.403443
y

® L _1.08130
y

Una vez hallados los valores para dichos ratios, es posible hallar la participacién
de los beneficios en el producto, a partir de la ecuacién (5):

_Zh

s Y,

b

t

(v) b,=0.0813

Para hallar el ratio inversién—producto, se divide la ecuacién (1) entre la ecuacién (1°):
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Reemplazando los valores de z e i /'Y, se halla el ratio inversién—producto:

I
(vii) = =0.0537
Y,

Se sabe que la fuerza laboral crece a una tasa constante e igual a Ny se ha supuesto

que N = 0.01. Para un valor inicial L se tiene que:
(Viii) Lt — LOeOAOII

Por definicidn, Z es el ratio de trabajadores empleados en la fibrica de la generacién
t (4, sobre la fuerza laboral total empleada (L,). Por lo tanto, utilizando la ecuacién
para la fuerza laboral, es posible despejar 4, el niimero de empleados en la fibrica de

la generacién t.

~

£L=0.133

zZ=

™~

~

~

227(21)1120'133

S

(xi) A, =(0.133)L,e"""

En el estado estacionario los salarios crecen a la misma tasa que crece la producti-
vidad. Es decir, la tasa de crecimiento del salario que habiamos denominado V es igual

a y, ademds se ha supuesto que y = 0.02:
_ vt __ V4
w, =wye" =wpe
(X) w, = WOeO,OZt

De la ecuacidn para la masa salarial (8), hallamos el valor del producto:
®) (1-b)Y,=Lw,
(1-0.0813)Y, = (Loeo““’ )(woeo‘oz’ )

(xi) ¥, = (1.088)w,L,e """

Del valor hallado para el ratio inversién-producto, |,/ 'Y,, ecuacion (vii), se despeja
el valor de I,:
1,=(0.0537) Y,

1, =0.05365| —— 0, L@
09187
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(xii) £, = 0.058398 w; L,

Reemplazando los valores de |, y 4, ecuaciones (ix) y (xii) en la ecuacién (1), se
obtiene la inversién por trabajador en capital de la generacién t:

I
1) j=—+~
(1) i 2

= L _ 0.058398 W0L06(0403);
0.133L060.01t

t

(xiii) 7, = 0.439081w,e""
Utilizando las ecuaciones (viii) y (xi), se obtiene el producto por trabajador:

 (1.088) w, L e ™"

0.01¢
Lje

r
Lt

(xiv) 'y, = (1.088) w,e”**

De la ecuacién (4), se puede despejar el valor de la productividad. En el modelo,
se asume que la condicién de la ecuacién (4) debe cumplirse con la igualdad (Kaldor
& Mirrlees 1962: 178), pues de esta forma los inversionistas se protegen de la incer-
tidumbre cuando existe obsolescencia. La igualdad de la ecuacién (4) implica que el
beneficio obtenido durante los primeros /4 afios de operacién del capital de generacién
t debe ser igual al gasto de inversién en esa generacién.

t+h

@ i = [(¢,-w)de

Resolviendo la integral:
t+h t+h

i= [¢,dr— [wide
t t

t+h

i =¢h— [wide
t
Diferenciando con respecto al tiempo, y aplicando el teorema fundamental del

calculo:

i = (,h— (W, —wf)
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En el estado estacionario, la inversién por trabajador crece a una tasa de 2%, por
lo tanto, la variacién en la inversién por trabajador es igual a (0.02) i,. Por lo tanto:
s ) e e
(O-OZ)It - gth - (W1+h — W, )

Reemplazando, i,y W$ por sus valores de las ecuaciones (xii) y (x), respectivamente,

se obtiene:

0.02[ (0.439081) w;, €°*" | = ¢ h—[ w, €% —w, e°%" |
0.02[ (0.439081) w;, "' | =37 —[ w, €°®'e®*®" —w, > |

Reemplazando h = 3y operando:
0.008782 [Won-OZt:I — 3lft _ Woeo.ozt [ £002(3) _1]

En el estado estacionario, la productividad crece a la tasa y, es decir, ét =y/,,
por lo tanto:

0.008782 [ w,e"** | =3(0.027,) ~w,e** [ ¢°°° 1]
(0.06) £, =0.008782 [ wye®™ |+w,e"™ [ &% 1]
(0.06) £, = [ w,e®™ ][ **° ~1+0.008782 |

(0.06) ¢, = (0.0706) w,e*™

(xv) £, =1.17697w,e""

Obteniendo las condiciones iniciales para W, y L, las variables endégenas del
modelo quedan determinadas.

Politica econémica de acuerdo con el modelo de Kaldor y Mirrlees

La conclusién principal que se desprende del modelo senala que cualquier esquema
de politica que incentive la disminucién del periodo de operacién del equipo antiguo
(como impuestos al uso de maquinaria obsoleta), llevard al incremento temporal de
la tasa de crecimiento del producto per cdpita, pues ocasionard un incremento del
ndmero de trabajadores disponibles para operar el nuevo equipo, 4, y por lo tanto,
un incremento de la inversién.

Una medida de largo plazo, segin el modelo, seria estimular el dinamismo tecnold-

gico de la economia, es decir generar un incremento en la funcién de progreso técnico,
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medida que comprende mayor inversién en investigacion y educacién cientifica. En
especial, debe impulsarse mejoras en las cualidades de gerencia y manejo empresarial
por parte de los inversionistas, de modo que sean incentivados a promover el progreso

técnico en lugar de mostrar resistencia hacia la introduccién de las mejoras tecnoldgicas.

SOLUCION NUMERICA DEL MODELO DE KALDOR Y MIRRLEES (1962)
Para los siguientes valores:

n+0=002 ; »=002 ; h=3 ; s=006 ; n=0.01

Se obtienen las soluciones para las variables enddgenas del modelo. Las variables endgenas

son Iy, i, 4, £, W, b, Z, T, y,, L. Los valores en el estado estacionario son:

() z=0133 Ratio de trabajadores empleados en la operacién de

capital de la generacién t sobre la fuerza laboral en el

periodo t.

(ii) T =8.14373 Duracién econdémica del stock de capital.

) b =0.0813 Participacién de los beneficios en el producto.

(vi

oont Fuerza laboral total empleada en el periodo t.

(viii) b=
(ix) 2, =(0.133)L,e*™ Parte de la fuerza laboral total empleada en la opera-

cién de capital de la generacién t.

0.02t

) w =we Tasa salarial.

(xi) Y, = (1.088) w,L,e®*
(xii) I, = (0.0584) w,L,e®""
(xiii) i, =0.439081w,e"*"
(xiv) Y, = (1.088) w,e®™

(xv) ¢, =1.17697w,e*™

Producto total en el periodo t.

Inversi6n en el periodo t.

Inversién por trabajador en capital de la generacién t.
Producto per cépita.

Productividad por trabajador en las plantas de capital

de la generacién t.
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MODELO DE CAPITAL HETEROGENEO DE SOLOW

Robert Solow (1987) plantea un modelo sin sustitucién directa entre los factores, que
incorpora capital heterogéneo y progreso técnico exdgeno aumentador de trabajo. En
este modelo, el capital heterogéneo es representado como distintos modelos de bienes
que se distinguen por el periodo en el que fueron fabricados. Para diferenciarlos, estos
modelos son llamados «generaciones» o «cosechas» (vintage, en inglés). Es decir, se
asume que en cada perfodo de tiempo se produce un tinico modelo de bienes de capital,
los cuales tienen una duracién econémica determinada. Una vez cumplido este plazo
de vida econémica los bienes de capital de dicha generacién se vuelven obsoletos y
dejan de operar en la economia. De este modo, en un periodo dado, se encuentran en
funcionamiento en la economia diversos modelos o generaciones de capital, es decir,
todas aquellas generaciones que no han excedido su periodo de duracién econémica.
Por lo tanto, el stock de capital de la economia estd compuesto por la suma de los szocks
de capital de cada generacién en funcionamiento (capital heterogéneo).

De acuerdo con Solow, existen dos caracteristicas en los modelos de crecimiento con
capital homogéneo que resultan controvertidos. Por un lado, los modelos neoclésicos
convencionales que presuponen la existencia de un stock de capital homogéneo, asumen
que este stock de bienes de capital puede trabajarse con mayor o menor intensidad de
trabajo para obtener una mayor o menor cantidad de producto. Sin embargo, tiene
mis sentido suponer que la produccién con distintas intensidades de trabajo requiere
de distintos tipos de bienes de capital. Por otro lado, la inclusién de progreso técnico
exdgeno en los modelos de crecimiento neocldsico resalta las dificultades que representa
el supuesto de capital homogéneo, pues el progreso técnico no solo implica una mayor
produccién para un mismo niimero de trabajadores y bienes de capital. Por lo general,
el progreso técnico altera la forma y el funcionamiento de los bienes de capital.

Como se trata de capital heterogéneo, no se puede agregar las generaciones bajo el
concepto de stock de capital, por lo que esta nocién es dejada de lado en el desarrollo
del modelo. Sin embargo, Solow senala que la inclusién de capital heterogéneo en el
modelo de crecimiento neocldsico no altera significativamente los resultados hallados
en el modelo de crecimiento con capital homogéneo (Solow 1956):

El resultado principal es que el comportamiento a largo plazo de esta economia mds
complicada es muy parecido al de la economia mds sencilla que ya estudié. [...] La
variable acomodaticia clave que cambia (o puede cambiar) para permitir el estado
estable no es la razén capital-producto; no hay ninguna razén capital-producto. Es,
mids bien, la vida econémica del capital, la longitud de tiempo que transcurre entre
el momento de la inversién y el momento en que se vuelve obsoleta la capacidad
productiva instalada (Solow 2001 [1987]: 74).
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Supuestos del modelo

En primer lugar, el modelo asume que en cada periodo se construye una cantidad
determinada de bienes de capital homogéneos. En otras palabras, se construye una
sola clase de bienes de capital por cada periodo. Sin embargo, el capital generado en
un periodo difiere en sus caracteristicas del capital generado en otro periodo. Es decir,
en la economia existen tantas formas de capital como espacios de tiempo. Cada una
de estas distintas formas de capital se denomina «generacién» y se distingue por el
periodo de tiempo en que se produjo. De este modo, el capital de la generacién t, es
aquel que fue producido en el periodo t.

Asimismo, cada unidad de bienes de capital de una generacion especifica propor-
ciona una determinada capacidad productiva y requiere de una cantidad fija de trabajo
para ser operada. Ademds, el progreso técnico es constante, pues los bienes de capital
de las generaciones mds recientes son mds eficientes que la capacidad productiva de
una generaci()n anterior. Decir que las nuevas generaciones son mas eficientes, signiﬁca
que la produccién per cépita de una fibrica que utiliza capital de Gltima generacién es
mayor en relacién a las fibricas que operan con generaciones de capital mds antiguas.

Por otro lado, se supone que los bienes de capital duran para siempre, es decir no
se gastan fisicamente (la tasa de depreciacion fisica es cero). Sin embargo, a pesar de
que no se deprecien fisicamente, los bienes de capital tienen un periodo limitado de
duracién econémica. En otras palabras, dado que en cada periodo se crean mdquinas
cada vez mds productivas, el capital de generaciones anteriores se va volviendo ob-
soleto. La obsolescencia es considerada ineficiencia econdmica, pues con el paso del
tiempo, los costos para las firmas aumentan y si su productividad no aumenta a la vez,
las fibricas mds antiguas no estardn en condiciones de cubrir sus costos y asegurar un
margen de beneficios que compense la inversion de los empresarios. Solow resalta que
el fenémeno de la obsolescencia no puede ser analizado en los modelos con capital
homogéneo, pues en esos modelos la obsolescencia se tendria que aplicar para todos
los bienes de capital, pues estos son todos iguales. Finalmente, el modelo incorpora

progreso técnico solo aumentador de trabajo.

FEl modelo

En cada momento del tiempo, la economia emplea un nimero de trabajadores L(t)
para producir Y(t). Ademds, una parte del producto se ahorra a la tasa constante, S, y

el ahorro de la economia en el periodo t debe ser igual a la inversién.

(1) 1 (t) =sY (1)
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Asimismo, se necesitan E(t) trabajadores para operar una unidad de capacidad
productiva de la generacién o modelo t, es decir, capacidad productiva construida en

el momento t:

(2) Et)=E,e”

Donde p es la tasa de progreso técnico amplificador de trabajo y E; es la cantidad
inicial de trabajadores necesarios por unidad de capacidad. Como se menciond, las
generaciones fabricadas recientemente tienen un mayor producto medio en relacién a
las generaciones anteriores. Esto equivale a sehalar que las generaciones mds recientes
requieren una menor cantidad de trabajadores para operar una unidad de capacidad
productiva en comparacién con las generaciones mds antiguas. Como el progreso
técnico aumentador de trabajo crece a la tasa p, entonces, la eficiencia del trabajo estd
aumentando y la tasa a la que se ahorra trabajo con cada generacién de capital es igual
a p. Es por esto que la cantidad de trabajadores necesarios por unidad de capacidad
productiva construida en el momento t, E(t), tiene la forma Eje ™. A medida que
aumenta {, y mds generaciones de capital son fabricadas, la cantidad de trabajadores
necesarios para operar una unidad de capacidad productiva se reduce a la tasa p.

Cada generacién de capital proporciona una determinada capacidad productiva.
Se define Y (t) como la capacidad productiva de generacién t. Asimismo, se define A(t)
como la cantidad de trabajadores empleados en la fibrica de generacién t. El modelo
asume que el producto fabricado con la utilizacién plena de la capacidad productiva
de la generacién t es igual a la capacidad productiva de dicha generacién. Por lo tanto,
A(t), el nimero de trabajadores necesarios para operar los bienes de capital de generacién
t serd igual al producto de E(t) (el nimero de trabajadores requerido para operar una
unidad de capacidad productiva de la generacién t) por la capacidad productiva de la
generacién t que es igual a Y (t).

E()Y (t) =A(t)
(B ™ )Y (1) =A(t)
VO =20

ot
o€

Y(t)= eE—pl(t)

0
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Debe notarse que YA(t) se distingue de Y(t), pues el primero alude al producto fa-
bricado con las méquinas fabricadas en el periodo t, mientras que Y(t) hace referencia
al producto total de la economia en el periodo t (es decir, incluye el producto fabricado
por los bienes de capital producidos en t, t -1, t — 2, etcétera hastat — T, donde T son
los afios de antigiiedad de la generacién mds antigua en funcionamiento. Asimismo,
A(t) también se distingue de L(t) en el mismo sentido.

La produccién per cdpita en una fibrica con capacidad productiva de generacién

t es igual a:

®) 902
)=
y() 3
En las ecuaciones (2) y (3) se aprecia que el producto per cdpita de las fébricas de
generacion t, Y(t), es la inversa del nimero de trabajadores necesarios para operar una
unidad de capacidad productiva de la generacion t, E(t).

JO =[E®] =(Ee ™)

Por lo tanto, mientras que la cantidad de trabajadores necesarios por unidad de
capacidad producto, E(t), se reduce a la tasa p conforme mds bienes de capital son
fabricados, el producto medio en una fibrica con capacidad productiva de generacién
t, Y(t) , aumenta a la tasa p, pues el stock de capital de las generaciones mds recientes
tiene un mayor producto por trabajador que el sfock de capital mds antiguo.

Una vez realizada la inversidn, la produccién per cépita de cada generacién es constante
por el resto del tiempo de funcionamiento del capital de esa generacién (es decir, hasta que
se vuelva obsoleto). Asimismo, el producto crece a la tasa g, constante en el tiempo:

@) y(r)=Y,e*

Por lo tanto, juntando las ecuaciones (1) y (4), se obtiene que la inversién en t

es igual a:
(5) 16) = sY;e*

Por su parte, el crecimiento de la fuerza laboral se da a una tasa N también cons-

tante en el tiempo:

©) L(t)=L,e"
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Tomando logaritmos y diferenciando con respecto al tiempo, se obtiene:

In(L(r))=In(L,)+nt

dln(L,):d1n(L0)+d(m)

dt dt dt
Lo,
L
(o _

Loent
En otras palabras, en cualquier instante del tiempo el empleo crece en:
(7) L(t) =nlLye"

La economia debe distribuir el trabajo entre las distintas generaciones de capital
en funcionamiento. De este modo, asignard primero trabajadores a las fdbricas mds
modernas (mds productivas) y posteriormente asignard el empleo a las de generaciones
mds antiguas, en orden de menor a mayor antigiiedad. En una economia competitiva,
tal asignacién se realiza a través de los salarios reales. La flexibilidad de los salarios
reales asegura la eficiencia de la asignacién de recursos en la economia. Por lo tanto,
en cada periodo, el salario real es empujado al alza por el aumento de demanda de
mano de obra ocasionado por el requerimiento de trabajadores de las nuevas fdbricas
construidas en el periodo.

De esta manera, las fibricas que operan con capital de generaciones mds antiguas
se vuelven obsoletas en el momento en que su producto por trabajador es menor que el
salario real vigente en la economia. Por ello, se ven obligadas a cerrar, pues, si siguieran
en funcionamiento, la firma incurrirfa en pérdidas debido a que sus costos excederfan
sus ingresos. Por lo tanto, se puede concluir que el salario real serd igual al producto
per cépita de la fibrica mds antigua en funcionamiento.

T(t) son los anos de antigiiedad en el momento t de la capacidad productiva que
estd funcionando en t. T(t) es la edad del capital, es decir, representa el capital de mo-
delo t — T(t). La duracién del capital varfa entre las distintas generaciones de capital y
solo permanece constante una vez alcanzado el estado estacionario. Si una generacién
de capital tiene T(t) periodos de antigiiedad en t, esto quiere decir que la mdquina fue
construida en el periodo t — T(t) . Por ejemplo, si en el afo 2008 una mdquina tiene
20 anos de antigiiedad, entonces T (t) = 20(2008) y t — T (t) = 2008 —20 = 1988, la
mdquina fue construida en 1988. El producto medio de esta generacién de bienes de
capital serd, por lo tanto, denotado como Y (t — T(t)), en el ejemplo, y(1988).
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En el periodo t, se produce la generacién de capital t y la fdbrica que opera con
el stock de capital construido hace T(t) afos, es decir, la generacion producida en el
periodo t—T(t) , debe cerrar. En otras palabras, los bienes de capital de la generacién
t—T(t) se han vuelto obsoletos en el periodo t, pues ya trascurrié la vida econdémica
del stock de capital de esta generacién T(t). Por lo tanto, el producto per cdpita de la

fébrica mds antigua en funcionamiento (las fdbricas de generacién t — T(t) ) serd:

pt=T (1)

- e
Bl(t—T(t))=E—0

En una economia competitiva con precios flexibles y firmas que maximizan sus
utilidades, una fdbrica antigua estard en funcionamiento si el salario real vigente fuera
igual o menor que su producto por persona. Por lo tanto, el salario real vigente en la
economia sera:

oPUT)

8) w(t)=

0

Por otro lado, la inversién del tiempo t crea al, de nueva capacidad productiva.
En las palabras de Solow: «la inversién de una unidad de producto crea a unidades
de capacidad productiva» (Solow 2001 [1987]: 76). En consecuencia, la capacidad

productiva de generacién t serd:
Y (t) =al (t)

El pardmetro & es constante, pues no hay progreso técnico amplificador del capital.
Por lo tanto, la capacidad productiva del stock de capital de la tltima generacién serd
igual a:

9) al(t) = as¥,e*
Pues | (t) = sY (1)

De acuerdo con Solow, la capacidad de las fébricas del modelo mds nuevo es
igual al producto de plena utilizacién de dicha capacidad. Producto y capacidad de la

generacion t son equivalentes.
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EL MODELO CON CAPITAL HETEROGENEO DE SOLOW (1987)

En resumen, el modelo estd compuesto por las siguientes ecuaciones:

D) 1) =sy
(2) E() =E; (e )

B)Y O =(Ey) e”
@YM=Y,e®
G)l()=sY,e”
B)L(t)=L,e"
(MLM=nL,e"

(@) w(t) = (E;) eV
(9) al (t) = asY, e”

Inversién en t

Numero de trabajadores necesarios para ope-
rar una unidad de capacidad productiva de la

generacion t
Producto per cépita de la generacién t
Dindmica de crecimiento del producto

Condicién de equilibrio

Dindmica de crecimiento de la fuerza laboral
Tasa salarial

La capacidad productiva del stock de capital de

la Gltima generacién

Las variables endégenas son I(t), ¥ (t), w(t), T(t). Los parimetros del modelo son la tasa

de ahorro (5), la tasa de crecimiento de la fuerza laboral (n), la tasa de crecimiento del

progreso técnico (p) y el pardmetro @ de incremento de capacidad y las condiciones

iniciales (Ep) y (Lg).

El estado estacionario

A diferencia de los modelos neocldsicos en los que la relacién capital-producto se
ajusta para permitir la convergencia al equilibrio de largo plazo, en este modelo, no
existe una unica relacién capital-producto, pues no se puede hablar propiamente de
un stock de capital agregado. El estado estacionario es ahora una situacién en la cual el
producto y el empleo crecen de modo exponencial a una tasa constante y se consume

una fraccién constante del producto, destinando el resto al ahorro.

Se requiere de A (t) trabajadores para operar la capacidad productiva de nueva ge-

neracién. En otras palabras, A (t) , es igual a la cantidad de trabajadores necesaria por
unidad de capacidad productiva de la generacién t, E(t), multiplicada por las unidades
de capacidad productiva generadas con la inversién en t, al (t):
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A)=E®)al(t)
A(0)=(Ee*)al(t)

A(t)= (Eoe"p’ )as(YOeg’)

(10) A(t)=asE,Y,e* "

El modelo se puede representar como se muestra en el grifico 3.13. En el ¢je
horizontal se presenta el empleo generado por cada generacién de capital. En el eje
vertical se presenta el producto por trabajador. Como vemos, el producto medio de la
generacion de capital fabricada en el periodo t es mayor que el producto medio de la
generacion fabricada en el periodo t— 3. Para el momento t se construye un rectdngulo
de base (Eoe"p’ )a I(1) , es decir, la fuerza laboral necesaria para operar la capacidad
productiva de la generacién construida en el periodo ty de altura igual al producto por
trabajador en las fibricas de generacién t, ( E, )'e” . El drea al interior del rectingulo
es igual a la capacidad productiva de la generacién t, al (t), o al producto de plena
utilizacién de la capacidad productiva de dicha generacién, Y ().

Del mismo modo, se construye un rectdngulo para el periodo t — 1 y se coloca
al lado del rectingulo del momento t. La altura de este rectingulo serd menor, pues el
producto medio es menor en las fibricas mds antiguas. La altura serd menor en una
proporcidn igual al factor que representa la tasa de progreso tecnolégico amplificador de
trabajo. La longitud de la base dependerd de la inversién en el momento t—1, I (t-1).
Siel volumen de inversién es constante, entonces la base del rectingulo en el momento
t — 1 serd mayor que la base del rectdingulo del momento t, pues una misma cantidad
de capacidad productiva de menor productividad requiere més fuerza de trabajo que
la opere (Solow 2001 [1987]: 79).

La produccién de cada generacién de capacidad productiva es:

Generacién t: Y (t)y=al (1)
Generacién t - 1: Y (t-1)=al (t-1)
Generacién t — T (t): Y (t-T () =al (t-T ()
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Griafico 3.13
Empleo y productividad en el modelo de capital heterogéneo de Solow

Producto
por persona

e”!

al(t-3)

Empleo

H_JH_J

aE.e "I (t) aE,e "1 (t-3)
Fuente: Solow 2001[1987]: 78.

Debe recordarse que, en cada periodo, la fibrica que operaba con el stock de capital
mds antiguo se ve forzada a cerrar debido a las pérdidas generadas por la obsolescencia
de sus bienes de capital. Asi, los trabajadores hasta entonces empleados en la fébrica
que se vuelve obsoleta pierden su empleo. Para saber cudntos trabajadores han sido
despedidos, se debe calcular el nimero de trabajadores empleados en las fabricas mds
antiguas en operacion.

En el transcurso al estado estacionario, la vida econdmica del capital es variable y
es la variable que debe ajustarse para asegurar la convergencia al equilibrio de estado
estacionario. Sin embargo, una vez alcanzado el estado estacionario, la duracién eco-
némica del capital se mantiene constante en T.

La nueva capacidad productiva, o de generacién t, es igual aa s Y, €%, Esta nueva
capacidad puede proporcionar empleo en una magnitud igual a a s E, Y, e @)t Se
entiende que de este total de empleos, una parte corresponde al que requieran los
trabajadores desplazados de las fébricas que pasaron a ser obsoletas o estin al margen.

El niimero de trabajadores desplazados, si el lapso de vida econémica (T) de los
bienes de capital es constante, corresponderia, por lo tanto, a los trabajadores empleados

precisamente en las fébricas con la edad T:

A(t-T)=E,e " PasYes" "
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(1) A(t-T)=E,asY,e®P*"

Este serfa el nimero de trabajadores que se quedan sin empleo porque las fdbricas
de generacién T, se convirtieron en obsoletas.

Los modelos neocldsicos asumen que la economia crece en su nivel de pleno em-
pleo. Por lo tanto, la tasa de desempleo es igual a cero. De las definiciones del capitulo
uno, se sabe que la tasa de desempleo es igual al ratio de desempleados en relacién a la
fuerza laboral total. El nimero de desempleados es igual a la diferencia entre la oferta
de trabajo (fuerza laboral) y la demanda de trabajo (trabajadores empleados).

U _r-r

‘LL - L.Y LX
r-r
LY

u=0 0 —» IL=L1

En el largo plazo, la tasa de desempleo se mantiene constante. Por lo tanto, dada
una situacién inicial de pleno empleo, los incrementos en la oferta de trabajo deben
ser iguales a los incrementos en la demanda de trabajo. De este modo, en una situa-
cién de pleno empleo, mantener la tasa de desempleo constante implica que la tasa de
crecimiento del nimero de trabajadores desempleados sea cero.

Calculando la tasa de crecimiento de los trabajadores desempleados, se obtiene:

u -1y rc-r

u - -

Ezo - —|_5_|_d:0 - L=
U L -

En nuestro modelo, para asegurar que la variacién en el tiempo entre la oferta y
la demanda de trabajo sea equivalente, el incremento natural de la oferta de trabajo,
nL (t) , mds los trabajadores que estaban ocupados en la fébrica de generacién t — T,
la fébrica que cierra porque su stock de capital se ha vuelto obsoleto, A (t — T), debe
compensar el incremento en la demanda generado por el requerimiento de empleo

de la nueva fibrica, 1 (t).

Ls=n L) +A(t-T) Variacién en la oferta de trabajo
LY = A(t) Variacién en la demanda de trabajo
L= Condicién para el crecimiento con pleno empleo
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Por lo tanto:

(12) nL@O)+A(t—-T)=A(?)

Reemplazando los valores de 4 (t) y A (t — T) dados por las ecuaciones (10) y (11),
respectivamente, E,as¥,e'* "y E,as¥,e* ”""), se obtiene:

nL(t)+ anSYOe(g*p)('*T) - anSYOe(gfp)t

nL(t) = ansY;)e(g*P)t _ ansyz)e(gfp)(rfT)

nLOenr — EOaSYOe(gfp)t _EOaSYOe(g—p)(t—T)
(13) nLOe"’ _ aSEOYOe(g*P)t |:1 _e,(g,p)r]

Si tomamos logaritmos y derivamos con respecto al tiempo se puede hallar la tasa

de crecimiento de la expresién anterior.

In(n)+1In(N,)+nt =In(a) +In(s) + In(E, ) + In(¥;) + (g — p)t +1n [1 - e“g"’”]

—(g-p)T
din(n) dIn(N,) _dnt _din(a) dins) din(E,) dIn(t)  d(g-p) din[1-¢ "]
di di dr i dt dt dt dt di

Puesto que n, Ly, &, 8, Ey, Yy v [1—6’(“’"" )T] no dependen de t, esta expresion
puede reducirse a:

n=g-p

La expresién del lado derecho de la ecuacién (13) estd creciendo exponencialmente
a una tasa g — p, mientras que el término de la izquierda lo hace a una tasa igual a n.
Por lo tanto, para que la igualdad entre la variacion en la oferta de trabajo y la varia-
cién en la demanda de trabajo se mantenga a lo largo del tiempo, debe cumplirse que
la tasa de crecimiento del producto sea igual a la suma de la tasa de crecimiento de la
fuerza laboral y del progreso técnico aumentador de trabajo. De esta forma se asegura

el crecimiento con pleno empleo.

(14) g =n+p

Por otra parte, el incremento de la produccién en cualquier momento del tiempo
serd igual a:
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Utilizando la ecuacién (3), se obtiene:

Y' _ gYoe(n+p)t
t

Reemplazando la tasa de crecimiento del producto, g, por su equivalente en la

ecuacién (14), se obtiene:

(I5)Y, =(n+ p)Y,e™?"
Ademds, el incremento del producto también es igual a la capacidad de las fibricas

del modelo mds reciente menos la capacidad de las fibricas mds antiguas que dejan de

operar al volverse obsoletas:
_ (n+p)t (n+p)1-T)
al(t)—al(t-T)=asYe —asYye

(16) al(t)—al(t—T) = asY,e" ' (1-e "7

Las ecuaciones (15) y (16) son equivalentes, pues el incremento de la produccién
debe ser igual al incremento de la capacidad, es decir, Y(t) = Y(t) - Y(t=T).Porlo
tanto:

(I’I + p)Y;)e(ner)t — aSYOe(n+p)t (1 _ e—(n+p)T)

Dividiendo ambos lados por Yy e ¢ * 7%, se obtiene finalmente que:

(17) g=n+p=as(l—e "P")

1
(18) g =as (1 - e(n+p)T j

Esta es una condicién de estabilidad y estd integrada por el lapso de vida T, que
suponemos constante, y los pardmetros exgenos n, p, a y S.
De la ecuacién (18) se halla un valor para T en el estado estacionario:

g=as— oA

as .
R as—g

as = (as—g)e" P’

as
(as—g)

e(n+p)T —
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Tomando logaritmos:

(n+p)T =In a
as—g

gl =lna+Ins—In(as—g)
Ina+Ins—In(as—g)

g

En este modelo, no es la relacién capital-producto la variable que se ajusta con-

(19) T =

forme la economia se acerca a su estado estacionario. En este modelo, el lapso de vida
econdmica, T,, debe ajustarse de modo que los valores arbitrarios de los demds para-
metros sean congruentes con un comportamiento de estado estacionario (Solow 2001
[1987]: 86). En el estado estacionario, la vida econémica del capital es constante, pero
fuera de este, T (t) varia de una generacién a otra.

Por otro lado, podemos notar que la ecuacién (18) es una condicién de compati-

bilidad, muy parecida a la condicién de Harrod y Domar:

Harrod-Domar Solow (1987)
_s 1
g v g=s8a 1- W

El término a(1—e """

) es la version, con capital heterogéneo, de la inversa de
la relacién capital-producto con capital homogéneo, 1/ V, pues a representa la capa-
cidad de produccién que se puede generar con una unidad de inversién. En sentido
estricto, en este modelo no existe una relacidn capital-producto, pero, puesto que la
inversion es una fraccién fija de la capacidad de produccién, en todas y cada una de
las generaciones y la duracién de los bienes de capital estd constante, el capital debe
aumentar a la misma tasa que el producto.

Solow se pregunta si existird un valor de T que satisfaga la condicién del estado
estacionario. Dado que T puede tener cualquier valor entre cero e infinito, la expresién
1- e 9T puede poseer cualquier valor entre cero y uno. Por ende, Solow concluye que
siempre habrd un dnico valor de T que satisfaga la condicién, si se cumple que as > g.
Si, por el contrario, se cumpliera que as < @, la condicién no podria satisfacerse en
absoluto. Esta situacién podria presentarse en una economia que tiene una elevada

tasa de crecimiento de la fuerza de trabajo efectiva, y una tasa de ahorro reducida, de
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modo que no se puede dotar de trabajo a la creciente fuerza laboral. Descartando esta
posibilidad (es decir, asumiendo que a@s > @), Solow concluye que habrd un estado
estacionario correspondiente a cada conjunto de pardmetros de la economia. Cada
estado estacionario estard caracterizado por el lapso de vida econdémica constante que
rigeen él, T.

Dividiendo la ecuacién (13) entre e " se obtiene:

nLe"  askyYe" [1 —e }

nt nt

e e

nl, = [1 —e”’T:iarsEOY0

Dados los valores de @, s, n, E; y T, se puede hallar un valor para Y:
nL,

O o e,

Solow concluye que el comportamiento de las variables en el estado estacionario
de este modelo es muy parecido al que presentaban en los modelos con capital ho-
mogéneo. Por un lado, el producto crece geométricamente a una tasa igual a la tasa
de crecimiento poblacional mds la tasa del progreso técnico. Es decir, el producto per
cdpita crece a la tasa de crecimiento del progreso técnico aumentador de trabajo. Por
otro lado, el salario real estd creciendo a la misma tasa que el producto per cépita, y la
masa salarial crece a la misma tasa que el producto, es decir, es una fraccién constante
del producto. La magnitud de esta proporcién dependerd de los pardmetros de la

economia. Solow senala para concluir su presentacion:

Puesto que lo que me interesa principalmente son las propiedades a muy largo plazo
de una economia que estd creciendo en estado estable, mi conciencia ya estd tranquila
y puedo regresar al modelo tradicional, mds sencillo. Y lo puedo hacer porque he ve-
rificado que los dos modelos en realidad se parecen mucho desde este punto de vista
a muy largo plazo. En las transiciones es donde funciona de manera muy distinta, y
esta en concreto nos cuenta probablemente una pardbola més realista. (Solow 2001

[1987]: 91).
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SOLUCIONES DEL MODELO CON CAPITAL HETEROGENEO DE SOLOW

(1987)
(10)g=n+p Tasa de crecimiento del producto
Ina+Ins—In(as —
(19) T = 2 ( 8) Duracién econdémica del capital
nL,
(20) Y, = (1 _e—nT)aS E, Nivel inicial de producto

Con estas ecuaciones se puede hallar los valores para el producto de la economia,

la inversién y el salario real siguiendo las ecuaciones (4), (5) y (7), respectivamente:

« nL 3
4 Y =Ye* Vo= Producto
! 0 (1-e )askE,

(5) I =sYe* I = s#eﬁ Inversién
! 0 (1-e™ )asE,
p(1=T,) . ep(/—T*)
7) w, = w, = Tasa salarial
E, " E,

Como resumen, el modelo descrito contiene las siguientes tres ecuaciones:
(1) 1(t)=sY(?)

t

2) YO = J- al(v)dv

~T(1)
t

(3) L(t)= I aEye " 1(v)dv

=T (1)
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Para solucionar el modelo, se diferencia las ecuaciones (2) y (3). Utilizando el
teorema fundamental del cilculo, se obtiene:

@ Y)=al(t)-al(t-T(t))
(5) L(t) = aE,e " 1(t) —aE,e T I(t-T(t))
Reemplazando Y (t) = gY (t), Y (t) = Y,e%" y I (t) = Y (t), la ecuacién (4) se expresa

como:

gt _ gt g(1=T (1))
gYe® =asYe* —asYe

_ 8T

&) gYe’’ = asYe”! [1 e J
En la ecuacién (5), se reemplaza L(t) = nL(t), L(t) = L,e™ y I (t) = sY (t)

nLe" = aE,e " sY,e® —aEe P "5y e

(5’) nLOenf — aEOsYOe(g*P)f _ aEOSYI)e(g*P)(FT(t))

Factorizando el lado derecho de la ecuacién (5°), y recordando que n = g —p, es
decir, g = n + p, se obtiene:

nLye" = aE sY,e" [1 - e’"TJ

(6) nL, = aEsY, [1 - e"”T]
Utilizando la ecuacién (4°), se despeja T. Dividiendo ambos lados de la ecuacién
(4’) entre Y,€%y reemplazando g = n + p, se tiene:

n+p=as [1—6’(”“’”]

o __NEP
as
_ as—n—p
e (n+P)T —

as

~(n+p)T = |n{"s‘—”‘p}

—(n+p)T =In(as —n— p)—In(as)
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In(as) —In(as —n— p)
n+p

N T=

De la ecuacidn (6), se despeja el valor de la condicién inicial, Y
nL, =ak,sY,[1-¢™" |

nL,

R |

Donde T estd dada por su valor de la ecuacién (7).

Politica econémica de acuerdo con el modelo con capital heterogéneo de Solow

El modelo de crecimiento de Solow con capital heterogéneo tiene como solucién de
estado estacionario la duracién econémica del capital dada por la ecuacién (18). Por
lo tanto, los pardmetros que influyen sobre la duracién de los bienes de capital en el
estado estacionario son la tasa de ahorro (S), la tasa de crecimiento de la poblacién
(n), la tasa de crecimiento del progreso técnico (p) y el coeficiente de expansion de la
capacidad productiva (). A continuacidn se presenta brevemente los efectos sobre la

solucién del modelo que representan cambios en los pardmetros.

Un aumento en la tasa de ahorro

Este incremento no altera la tasa de crecimiento de la economia, pero reduce el plazo
de vida econémica del capital. Dado que @s > g, entonces, la derivada de T de estado
estacionario con respecto a la tasa de ahorro es negativa.

Derivando la ecuacién (19) con respecto a la tasa de ahorro, se obtiene:

d Ina+Ins—In(as—g)
dar _ g
ds ds

ar _1f1__a
ds gls as—g

d_Tzl[(as—g)—as)

ds g\ s(as—g)
ar_1(_-9
ds gls(as—g)
aT 1

—=-——<0
ds s(as—Q)
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De este modo, a una tasa de ahorro mds alta le corresponde una duracién de vida
econdémica mds corta. Es decir, un mayor volumen de ahorro se traduce en que el
capital se vuelve obsoleto mds ripidamente. Esto se debe a que al aumentar el ahorro,
y por ende la inversion, habrd mds capital nuevo que compita con el capital antiguo

y desplace la mano de obra desde este tltimo al mds moderno.

Griéfico 3.14
Modelo de capital heterogéneo de Solow

S/a(l_ e—(n+b)u )

sa(l—e "P)

, T()

T T

Como consecuencia de esta reduccion en la vida econémica del capital, la produc-
tividad marginal en cualquier momento del tiempo va a ser mayor y en consecuencia
el salario real serd también mas elevado. Asimismo, las utilidades de las firmas serin
menores y la tasa de utilidad también. Finalmente el producto per cdpita es més elevado

porque la capacidad productiva que se emplea con mayor intensidad es mds eficiente.

Incremento de la tasa de crecimiento poblacional

A diferencia del caso anterior, si la poblacién crece mds aceleradamente, se prolonga
la vida econémica del capital, pues al haber mayor oferta de trabajo el salario no
aumenta tan répido y las fdbricas que operan con capital de generaciones antiguas
pueden sobrevivir por mds tiempo. Por tanto, la tasa de utilidades serd més alta y el

salario real serd mds bajo.

Crecimiento de la tasa de progreso tecnolégico

El aumento de la tasa p, tiene dos efectos que se contraponen sobre la duracién del
stock de capital. Por un lado, un cambio tecnolégico mds répido implica una reduc-

cién en la duracién econédmica de las fébricas, pues el producto y la inversién crecen a
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mayor velocidad. Por otro lado, mayor crecimiento del progreso técnico significa que
la nueva capacidad productiva genera menos empleo, por lo tanto los costos variables
de las firmas no aumentan tan rdpido, ademds se requiere que las fabricas sigan funcio-
nando para mantener el pleno empleo y por ende el plazo de duracién econédmica de
las fdbricas se extiende. Solow concluye que para este modelo, el segundo efecto tiene
mayor impacto y por ende, el aumento de la tasa p, tiene los mismos efectos que el
incremento de la fuerza laboral (n). Es decir, un incremento en p extiende la duracién
econémica de los bienes de capital (Solow 2001 [1987]: 91).

Para analizar el impacto de un incremento de la tasa de progreso técnico sobre la
duracién econémica del capital en el estado estacionario, derivamos T con respecto a

p. En el estado estacionario, g = n + p, por lo tanto, T es igual a:

T Ina+Ins—In[as—(n+p)]
(n+p)

In[as]—In[as—(n+ p)]
(n+p)

_In [as] ~ In[as—(n+ p)]
(n+p) (n+p)

d In[as] d In[as—(n+ p)]

dr __(n+p) _ (n+p)
dp dp dp
ar _ In[as] (n+p)dIn[as—(n+p)]-In[as—(n+p)]d(n+p)
dp  (n+p)° (n+ p)?
(P s
dr __ In[as] [as—(n+p)] Infas=(n+p)]
dp  (n+p)’ (n+p)?
d_T:[aS—(n+p)]+|n[as (n+p)]-Infas]
dp (n+p)’
d_T=(n+p)+[as—(n+p)]|n[as—(n+p)]—[a5_(n+p)] In[as]
dp [as—(n+ p)] (n+ p)’
ar _ (n+p)+[as—(n+ p)][In(as—n— p)—In(as)]
dp [as—(n+ p)] (n+ p)?

295



CRECIMIENTO ECONOMICO: ENFOQUES Y MODELOS

El término entre corchetes as — (n + p) es positivo pues se ha asumido que as > g
y en el estado estacionario g = n + p. En el modelo de Solow con capital heterogéneo
un incremento en p extiende la duracién econémica de los bienes de capital, por lo

tanto, debe cumplirse que:

* Si ln[as—(n+p)] y ln[as] son positivos:
1n[as—(n+ p)] > ln[as]

* Si In[as] es positivo y ln[as —(n+ p)] es negativo:
(n+p)> [as —(n+ p)] [ln(as -g)— ln(as)]
e Si ln[as] y 1n[as—(n+ p)] son negativos:

In [as] >1In [as —(n+ p)]
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